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02　 人工智能的数理基础
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 伊利诺伊大学香槟分校孙若愚：从全局景观的角度分析并改进GAN

整理：智源社区 杨埔

孙若愚本次演讲的主题为《Global Landscape of GANs: Analysis and Improvement —how two lines of code 

change makes diff erence》。

孙若愚，伊利诺伊大学香槟分校（UIUC）助理教授，北京大学数学系理学学士，明尼苏达大学电气工程专业博

士。曾经是斯坦福大学管理科学与工程系博士后研究员，Facebook 人工智能研究中心客座研究员。孙若愚在深度

学习的优化、机器学习的非凸优化、大规模优化中都做出了重要贡献。个人主页：https://ruoyus.github.io/

在演讲中，首先，对于目前常用的 GAN（Generative Adversarial Network，生成式对抗网络），孙若愚指出了

在概率空间上研究的缺陷并提出在函数空间上研究。然后在函数空间上，通过观察函数的景观（landscape），

他发现传统的 JS-GAN 有 “盆地”，这很有可能导致训练陷入严格的局部最小点无法逃逸，使得模型崩溃。而

RS-GAN（Relativistic Standard GAN）没有这样的盆地，也就是有更好的景观。这样的现象在理论上得到了证

明，并且在实验中也验证了 RS-GAN 比 JS-GAN 表现得更好。这项工作让我们对 GAN 有了更好的理论上的理

解，它是由孙若愚与 Tiantian Fang, Alex Schwing 合作完成，原始论文见参考文献（《On Understanding the 

Global Landscape of Generative Adversarial Nets》）。

一、传统 GAN 模型的背景介绍

GAN 是一种非常流行的生成模型。随着时间的推移，GAN 的功能逐渐强大，生成的目标越来越接近真实目标，

主要应用于还原受损的图片、风格迁移、生成图像、生成视频等等。

GAN 面临两个非常困难的挑战： 第一，是 GAN 调参特别困难，需要花费大量时间调参才能让模型起作用； 第

二，是 GAN 模型非常庞大，需要花费大量的计算资源。这两点导致了 GAN 难以训练，所以人们希望通过对

GAN 的理论理解去设计更好的算法。

传统的 JS-GAN 本质上是让生成样本的概率分布和真实数据的概率分布尽量接近，数学化的表达就是一个 min-

max 优化问题：

图 1：传统的 JS-GAN
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对 GAN 的理论研究分为两类。一是从统计的角度，例如关于 JS 距离（参考文献 Goodfellow et al’ 14）、

W-GAN（参考文献 Arjovsky & Bottou, 2017）、f-GAN（参考文献 Nowozin et al.’ 16）以及泛化边界（参考文

献 Arora, Ge, Liang, Ma, and Zhang, 2017）等等。二是从优化的角度，例如考虑收敛到局部最小点或者稳定

点（参考文献 Daskalakis et al., 2018; Daskalakis & Panageas, 2018; Azizian et al., 2019; Gidel et al., 2019; 

Mazumdar et al.; Yazıcı et al., 2019; Jin et al., 2019; Sanjabi et al., 2018）。

孙若愚这里用了一个非常形象的图来讲述了研究模型理论由易到难的三步：S1 概率空间（pdf space），S2 生成

函数空间（generator function space），S3 参数空间（parameter space）。理论和实际的差距就在于，在实际

中我们都是在参数空间，而理论上通常只能研究概率空间。在优化理论上有四步：01 需要全局最小点吗，02 存

在坏局部最小点吗，03 如何收敛到全局最小点，04 收敛速度。

图 2：从简单的理论模型过渡到复杂的理论模型

他这项工作最大的进步就在于从概率空间上的理论研究进步到了生成函数空间和参数空间上。优化理论是在 01

和 02 上。接下来的部分，孙若愚重点研究了生成函数空间和局部最小点空间的情况，因为这种情况最有启发

性，能帮助我们理解 GAN。研究清楚这种情况之后，其余三种情况都能够很容易地得到对应的结论。

图 3：GAN 的优化分析
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二、经验损失（Empirical Loss）和泛化损失（Population Loss）

为什么要考虑生成函数空间呢？

考虑这个 Min-Max 优化问题上： ( ) ( )( )~ , ~min max log log 1
data g

g
x p y pp D

E D x D y+ − ，目标函数是期望的形式，称为

泛化损失（Polulation Loss）。参考文献《Generative Adversarial Nets》作为研究 GAN 的第一篇文献，就

提到了目标函数 ( ),JS g datap pφ 对于 gp 是凸的，也就是说可以收敛到全局最小值 g datap p= 。许多传统的分析方法

也是在概率空间上来做的，包括理论的（参考文献 Chu, Blanchet and Glynn’ 19, Johnson and Zhang’ 19）和

实验的（参考文献 Gong et al’ 19, TAC-GAN）。虽然这样的方法可以在参数空间上将优化问题 “凸化”，但事

实上这对于所有的目标函数都是对的。具体来说，概率密度的任何线性函数对于这个概率密度都是凸的。注意

到这是一个函数空间的函数，所以它与传统的优化问题有所不同，要优化的变量本身就是一个函数。可以总结

为这样的定理： 对于任意函数 f ， ( )E
gy p f y− 对于 gp 总是凸的。这一方面说明对于这样的目标函数来优化 gp ，

优化问题总是比较容易的； 但另一方面则告诉我们，概率空间的观点根本不会利用 GAN 的结构特性。按照这样

的理论，对于任何的函数都能转化为一个 gp 的凸函数，都能够很容易地 优化，这显然与我们的经验不太相符。

因此，孙若愚自然地关注经验损失（Empirical Loss）而非上面的泛化损失，从函数空间的角度来考虑。也就是

说，真实数据分布 datap 现在是 n 个固定的真实样本
d

1 2, , , nx x x… ∈ ，目标生成分布 gp 也不再是概率空间，而

是样本 ( )1 2, , , n d
nY y y y ×= … ∈ 的函数空间，并且要使得 iY 与 iX 尽量接近。有人可能会对泛化性产生质疑： 如

果总是让生成的样本与原始样本相似，会不会导致过拟合？结论是不会的，参考文献（Arora et al’ 18）对 GAN

泛化的界做了相关的理论分析，而他也得到类似的结论。大致的思路如下图所示：

图 4：泛化是可能的

三、JS-GAN 和 RSGAN 的分析

孙若愚在这一部分给出了一些直观解释。

他举了下图这个简单的例子。假设有两个真实样本 1x 和 2x ，现在要生成两点 1y 和 2y 使得分别与真实样本相

似。但经过图中的步骤，生成器趋向于两点均生成为与 1x 相似的样本，于是 GAN 失效了。这种现象称之为模

型崩溃（mode collapse），意思是生成器总是生成一种类型的图片，不具备多样性。从优化的角度来看，这就是

一个很差的局部最小点。
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图 5：为什么 GAN 会失败？

孙若愚认为导致这种问题的原因是所有的生成样本共用一个标准。他用一个形象的例子来说明： 想象在一门课

中有若干学生，如果仅仅规定 60 分及格，那么所有的学生都会在达到 60 分之后就懈怠了； 但是如果给出不同

的激励措施，比如前 20% 的同学达到 90 分能去更好的学校，后 80% 的同学达到 60 分能够及格，那么学生们

的潜力往往能被更大的激发出来。

孙若愚下面正式定义了 h-GAN 和 R-h-GAN。两者主要的区别在于损失函数，h-GAN 的真实样本和生成样本

是分开的，定义如下：

（注：这里有一个笔误，外层应该是优化生成样本 Y 使得目标函数最小化，而不是固定的真实样本 X）

而 R-h-GAN 对应的真实样本和生成样本在一个 h 函数中，定义如下：

孙若愚强调了 R-GAN 这种配对的思想。事实上他本来想把它命名为”coupled-GAN”，但参考文献（Jolicoeur-

Martineau’ 2019）已经提到过了 R-GAN。然而他们的动机是不同的：参考文献（Jolicoeur-Martineau’ 2019）

展现了 R-GAN 在实验上优越的效果，而孙若愚希望打破上面提到的局部最小。孙若愚的动机来源于 W-GAN

（Wasserstein GAN）：

( ) ( ) ( )W 1

1, max
L

i if i

Y X f x f y
n

φ
≤

 = − ∑
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W-GAN 与 JS-GAN 有两点区别： 一是把逻辑回归损失转化为了线性的，二是自动地将真实样本和生成样本配

对了，所以 W-GAN 也是一种特殊的 R-h-GAN。他猜测配对是至关重要的，他影响了生成函数的景观，但是

把逻辑回归损失转化为线性并没有什么帮助。所以可以推测： 如果保持逻辑回归损失不变，并且能够配对，那

么这样的 GAN 应该会有更好的效果。而事实上，这就是 RS-GAN。

四、全局景观的分析：正式结论

上一部分都是一些直观的感受和想法，孙若愚在这一部分给出正式的结论。

首先还是考虑两个点的情况。会出现以下四种情形：

图 6：两点样本

通过如下简单的计算：

  

可以知道，上述情形 1a，即 ( ) ( )1 2 1 2y , y x , x= ，在 JS-GAN 中是一个严格的局部极小点； 而 RS-GAN 不存在

严格的局部极小点。下图更加直观，JS-GAN 的模型崩溃（情形 1a）导致了一个盆地，而 RS-GAN 更加平滑，

没有盆地。“盆地” 一词十分形象，他在后面对其给出了一个非严格的定义： 一个没有到全局最小点的非增路径

的区域。优化的知识告诉我们，非严格的局部极小点是容易逃逸出去的，而严格的极小点附近是一个盆地，在

训练过程中很难跳出去。

图 7：JS-GAN 的模型崩溃会导致一个盆地，而 RS-GAN 会更加平滑
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有了两个点的例子作为基础，孙若愚下面给出更一般的——h-GAN 和 R-GAN 在 n 个真实样本上的结论：

图 8：h-GAN 在真实样本上的结论

图 9：R-GAN 在真实样本上的结论

简单来说，h-GAN 一定存在严格的局部最小点，也就是盆地。换句话说，模型崩溃就等价于盆地。并且这样的

盆地在 h-GAN 的全局景观中是非常多的。而 R-GAN 具有良好的性质，不仅没有盆地，而且可以证明一个更强

的结论——生成器具有全局最小点可达性（GMR）——从任意初始点出发都存在一条非增路径到达全局最小点。

孙若愚接着考虑参数空间的情形。如果分别将生成器和鉴别器通过神经网络参数化为 ( )wG z 和 ( )f uθ ，上面的

结论就能够扩展到参数空间中，在一定的前提条件下得到如下类似的结论：

图 10：参数空间中的结果

证明用到了他从前的一篇关于神经网络性质的工作（参考文献 Li, Ding, Sun’ 2019），其中证明了足够宽的神
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经网络没有差的盆地，并且这个 “足够宽” 是在实际训练中能够达到的。这一神经网络的性质很容易地推广到

GAN 中。

以上结论的证明涉及到一些数学技巧，尤其是定理 2 有一定的难度，它需要我们搞清楚目标函数在每个点处的

取值并建立一条到全局极小点的非增路径，主要用到了图理论（Graph theory）。

五、实验结果

孙若愚在这一部分展示了一些有趣的实验结果。

4.1　两个例子

孙若愚首先展示了只有两个真实样本的 GAN 的训练结果。

可以看到，在训练过程中，JS-GAN 的所有生成样本很长一段时间都是一起在两点之间来回跑，而 RS-GAN 的

生成样本则迅速的分成两个部分并分别聚集在两点附近。这说明 RS-GAN 比 JS-GAN 训练得更快。

图 11：对 JS-GAN 和 RS-GAN 进行训练，分析其结果

孙若愚在观察鉴别器损失（DLoss）时发现了更有意思的现象，如下图 (a)(b)。蓝色虚线表示训练过程中鉴别器

损失的最小值。可以看到，JS-GAN 中间有很长一段时间都停留在了最小值（0.48）附近，这个最小值恰好就是

我们前面的情形 1a 模型崩溃计算得到的值，这说明它陷入了一个比较宽的盆地，难以跳出； 而 RS-GAN 的最

小值（0.35）虽然也触及到了局部最小点，但是之后迅速跳出。下图 (c) 是 JS-GAN 在训练 2800 轮时的鉴别器

函数，这验证了之前关于盆地的理论确实在实际中也发生了。
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图 12：鉴别器损失

孙若愚接下来通过一个动画来形象的帮助我们理解 JS-GAN 和 RS-GAN 训练过程的区别。

4.2　真实数据

孙若愚认为在数学上要分析 n 个真实样本的非线性的训练过程过于困难了。所以他希望确定平衡点，暂时忽略

训练过程的细节。

他作出了以下三个预测：

1. RS-GAN 比 JS-GAN 效果更好，有时候它们的差距非常巨大；

2. 对于窄的网络而言，这种差距更大了；（这是因为宽网络的景观更好，这帮助 JS-GAN 逃离盆地）

3. 存在一些差的初始点，导致 JS-GAN 的训练失败。

然后验证了它们：

1. 在 CIFAR-10 上训练，得到如下结果：

图 13：JS-GAN 和 RS-GAN 在 CIFAR-10 上训练，结果对比

他补充解释了为什么训练过程中加了 SN（spectral normalization）之后缩小了它们的差距，这是因为 SN 导致

网络的景观更好，帮助 JS-GAN 逃离盆地。
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2.  在不同宽度的网络上进行训练，得到如下结果：

图 14：JS-GAN 和 RS-GAN 在不同宽度的网络上进行训练，结果对比

很明显，窄网络差距有 9.2，远大于宽网络的 1.2。

3. 在 MNIST 上只取一个初始点进行训练，得到如下结果：

图 15：JS-GAN 和 RS-GAN 在 MNIST 上训练，结果对比

好的景观对于初始点具有鲁棒性。之前的结果都是细致的调整了初始点，取的训练的最优结果，所以最终结果

表现得好。但如果只取一个初始点，它们的差距往往会更大。

六、结语

孙若愚在这次演讲中讨论了一些关于 GAN 的理论。从直观、理论和实验三个方面说明了：JS-GAN 有差的盆

地，这导致 JS-GAN 训练速度慢、效果不好、容易失败；而 RS-GAN 的函数景观非常好，所以各个方面都优于

JS-GAN。最后，他认为未来有两个研究的方向，理论上真正地理解 GAN 的行，实际中设计更小的、更容易训

练的 GAN。他的演讲让我们对 GAN 有了进一步的理解，他从全局景观研究 GAN 的这种分析方法有重要的启发

意义。
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 Johannes Schmidt-Hieber：从偏差 -方差下界看过参数化和隐
式正则效应

整理：智源社区 王惠远

在第二届北京智源大会 “数理基础” 专题论坛上，Twente 大学教授 Johannes Schmidt-Hieber 作了题为

《Overparametrization and the bias-variance dilemma》的演讲。Johannes Schmidt-Hieber 是 Twente 大学

的教授，也是 Annals of Statistics 与 Bernoulli 的副主编。

传统的统计学方法认为，模型的表现能力可以分解成偏差（bias）的平方与方差（variance）的和的形式，且偏差

与方差之间存在着一种折衷： 即一个模型的偏差和方差不可能同时都被控制的很小，随着其中一项的减小，另

外一项会不可避免的变大。另一方面，经典的理论认为模型的偏差和方差与参数个数有关，随着参数个数的增

加，模型的偏差会逐渐减少而方差会较快的增大。为了保证模型有一个较好的泛化能力，模型参数个数通常会

比样本量少（图 1 左）。

图 1：过参数化与隐式正则效应

随着神经网络在这几年的兴起，人们发现过参数化 (overparametrization) 的神经网络的泛化能力也会很好。随

着参数的增加，一些模型如神经网络和随机森林的泛化水平会呈现先减再增，到达一个临界值再减的模式（图 1

右）。这种模式被称为 “双 U 下降”（double U descent）。在机器学习和统计学领域，人们猜测在过参数化的情

形模型自身存在某种隐式正则效应来控制方差。什么时候会出现 “双 U 下降” 模式，“双 U 下降” 模式的内在

机制是如何作用的？这些都是值得探讨的问题。

Schmidt-Hieber 教授从统计学最大最小下界的角度出发，发展出一个可以给出一些常见函数空间和模型的偏

差 - 方差折衷（bias-variance trade-off ）的下界的方法，在一定程度上给出以上问题的解释。这样的下界可

以告诉我们对于某个模型，是否存在一种方法可以避免偏差 - 方差折衷现象，于是可以更进一步地表明经典的

“U 型曲线” 成立的范围。
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Schmidt-Hieber 教授主要考虑了三个经典模型，分别是高斯白噪声模型的逐点估计问题，高维情形下的高斯序

列模型和 L2 损失下的高斯白噪声模型。

1. 高斯白噪声模型的逐点估计问题

图 2：高斯白噪声模型的逐点估计问题

高斯白噪声模型是一个经典的统计学非参模型。Schmidt-Hieber 教授和他的合作者假设目标函数在一个足够光

滑的函数空间（Hölder 空间）里，且只估计这个函数在某个任意给定的点的函数值。通过使用一个期望换元不等

式，Schmidt-Hieber 教授得到了高斯白噪声模型的逐点估计问题的偏差 - 方差下界。通过这个下界我们可以发

现，无论我们用什么方法来解决这个问题，我们估计值的偏差和方差一致地展现出反比关系，且反比例系数约

为样本量的倒数。

2. 高维情形下的高斯序列模型

图 3：高维情形下的高斯序列模型
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高斯序列问题可以被设定成一个高维参数估计问题。使用类似的方法，Schmidt-Hieber 教授得到了关于高斯序

列问题的偏差 - 方差下界。通过这个下界我们得知，如果我们控制了估计的偏差，那么这个估计的方差会有一

个至少随样本量线性增长的上界。以下为 L2 损失下的高斯白噪声模型。

图 4：L2 损失下的高斯白噪声模型

L2 损失下的高斯白噪声模型与逐点收敛下的高斯白噪声模型相比，不是关注某一个固定点处对目标函数的估

计，而是关于自变量的测度对于损失函数进行积分。通过简化处理，Schmidt-Hieber 教授同样地得到了与逐点

收敛类似的结论： 无论用什么方法来解决这个问题，估计值的偏差和方差一致地展现出反比关系，且反比例系

数约为样本量的倒数。

上面的结论不仅有其独特的统计学意义，还为最近几年的热门问题 “双 U 下降曲线” 和隐式正则化提供了一个

新的切入点。如果我们认为随着参数增加到充分大（如 “过参数化” 的情形），偏差会逐渐变小直至消失，那么

根据上面的结论，我们可以得出双 U 下降曲线至少在特定的模型里（如高斯白噪音模型）不会出现。由此可知，

双 U 曲线的出现预示着尽管参数个数是自由增长的，但参数个数的增长不会导致偏差的任意缩小，反而会使偏

差稳定在一个方差也不太大的合理范围内，这种额外的偏差可能由某种隐式的正则效应引入。关于隐式正则效

应的思考一直在持续，希望在未来能有一个完整的刻画。
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 中国科学院研究员戴彧虹：约束极小化极大优化的优化条件

整理：智源社区 罗丽

在第二届北京智源大会 “人工智能的数理基础” 专题论坛中，中国科学院数学与系统科学研究院研究员、智源

学者戴彧虹做了主题为《Optimality Conditions for Constrained Minimax Optimization》（约束极小化极大优

化的优化条件）的报告。

报告中，戴彧虹介绍了极小化极大优化的相关研究现状，值函数微分在雅可比唯一性约束条件下的定义、

Karush-Kuhn-Tucker 系统的强规律性，以及极小化极大优化的一阶、二阶必要最优条件及其二阶充分最优

条件。

一、极小化极大优化的背景

1.1　极小化极大问题是什么？

极小化极大问题主要包括两个方面，一是使目标函数 :f x y R× → 最小化，另一个是使目标函数

:f x y R× → 最大化。极小化极大问题是数学、生物学、社会科学以及经济学的重要研究领域 [1]，其广泛的

应用和丰富的数学结构使得该问题的研究已超过数十年 [2]。近几年的研究表明，极小化极大优化在机器学习领

域中具有重要作用，例如，Generative Adversarial Networks[3](GANs)（生成对抗网络），Adversarial Training[4]

（对抗训练）以及 Multi-agent Reinforcement Learning[5] （多智能体强化学习）。

1.2　极小化极大问题的研究方法

（1）GDA 方法 : GDA(Gradient descent ascent，GDA 算法及其交替格式如下 ： 梯度下降上升 ) 是研究极小化

极大问题的经典方法，该算法在 x 梯度下降步长和 y 梯度上升步长之间交替 [6] ：

但 GDA 方法也存在一些缺点，比如，即使在简单的双线性博弈中，GDA 方法也可能不会收敛。

（2）Consensus Optimization: 通过把梯度的二范数做为罚项加入到目标函数中，得到共识优化（consensus 

optimization）的思想： ( ) ( ) 22
2 :x ,, cy t tt t f x yf x y + =∇∇   

（3）Symplectic Gradient Adjustment(SGA): 辛梯度调节方法 [8] 修改了关联的矢量场，以引导迭代器越过微分

博弈的哈密顿分量的卷曲。
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（4）其 他 算 法：Subgradient methods for saddle point problems[9]（鞍 点 问 题 的 次 梯 度 方 法）； Optimistic 

mirror descent methods[10] （乐观镜像下降）；Proximal point algorithms[11] 和 Extragradient algorithms[12]（近

点算法、超梯度算法）； Non-convex Min-Max Optimization: Applications, Challenges, & Recent Theoretical 

Advances（非凸最小最大优化：应用，挑战和最新理论进展）。

（5）戴彧虹等提出 SCA 方法：根据 “以匀速圆周运动的物体向心加速度的方向朝向圆心” 的理论，彭伟、戴彧

虹等人提出同时向心加速度（SCA）方法 [13]，该方法与 Consensus Optimization 方法类似，其优点是不需要计

算 Jacobi 矩阵。

1.3　最优性理论的定义

（1）纳什均衡 Nash equilibrium。纳什均衡（Nash equilibrium）是众所周知的最优性理论，在许多的研究中，

研究人员提出了局部 Nash 均衡的概念。

定义 1：点 ( ),x y∗ ∗
是函数 ( ),f x y 的一个纳什均衡，在 X Y× 中对任意的 ( ),x y ，存在

点 ( ),x y∗ ∗
是 函 数 ( ),f x y 的 一 个 局 部 纳 什 均 衡， 如 果 存 在 0δ > ， 那 么， 对 任 意 的 ( ),x y 满 足

yx x yδ δ∗ ∗− < − <   且 ，则存在

戴彧虹同时指出，纳什均衡也存在如下缺点：

•  实际上，纳什均衡的概念并不能反映最小玩家和最大玩家之间的顺序。
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•  相比之下，机器学习中的大多数应用（包括 GAN 和对抗训练）都与序列博弈有关，在序列博弈中，在一个玩

家行动后另一个玩家会再行动。

•  当 f 函数为非凸 - 非凹时，     min x max y f 通常不等于     max y min x f ，因此玩家行动的顺序对问题的

研究至关重要。

综上研究表明，在极小化极大优化的大多数机器学习的应用中，局部纳什均衡的概念并不适用。

（2）斯坦克尔伯格均衡 Stackelberg equilibrium。当给第一个玩家给定动作 x , Stackelberg 均衡是第二个玩

家 ( ),f x y 的最大化者，并获得最大值 ( ) ( ): max ,y Yx f x yφ ∈= ，在此称其为全局极小化极大点。

定义 2：点 ( ),x y∗ ∗
是全局极小化极大点，在 X Y× 中对任意的 ( ),x y ，存在

与纳什均衡不同，由于极值定理，即使函数 f 为非凸 - 非凹函数，全局极小化极大点也始终存在。

（3）局部极小化极大点。2019 年，Jin，Netrapalli 和 Jordan[14] 在研究中提出了无约束极小化极大优化的局部

极小化极大点的正确定义。

定义 3：点 ( ),x y∗ ∗
是 f 的局部极小化极大点，如果 0 0δ > ，且当 0δ → 时函数 ( )h 0δ → ，那么对任意

的 ( ]00δ δ∈ ， 和任意 ( ),x y 满足 yx x yδ δ∗ ∗− < − <   且 ，则存在：

该文章还研究了梯度下降上升（GDA）的渐近行为，并指出 GDA 的所有稳定极限点恰好都是局部极小化极大点

至某些退化点。

（4）约束极小化极大问题。约束极小化极大问题

其中 , : ,  n n nf ℜ ×ℜ →ℜ Φ⊂ℜ 是由以下项定义的决策变量 x 的可行集

且 : n mY ℜ ⇒ℜ 是由以下项定义的集值映射

其中，给定函数 1: mn mh ℜ ×ℜ →ℜ ， 2 : mn mg ℜ ×ℜ →ℜ ， 1: nnH ℜ →ℜ 且 2: nnG ℜ →ℜ 。
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1.4　研究动机

戴彧虹表示，极小化极大优化问题本质上是一个 Bi-level Programming Problem[15][16][17][18][19][20][21][22]（双层规划

问题）。对于无约束的连续非凸 - 非凹，Jin，Netrapalli 和 Jordan[23] 在研究中提出一个基本问题，即极小化极

大问题的局部最优的正确定义是什么，并提出了局部最优的定义——局部极小化极大。在该研究的基础上，戴

彧虹等对约束极小化极大优化问题（1）的局部极小化极大点的定义进行了扩展，并提出了约束极小化极大优化

问题的局部极小化极大点的必要最优条件和充分最优条件。

1.5　扩展的局部极小化极大点的定义

定 义 4： 点 ( ), n mx y∗ ∗ ∈ℜ ×ℜ 是 问 题（1） 的 局 部 极 小 化 极 大 点， 如 果 存 在 0 0δ > 且 函 数

( ]0: 0,η δ +→ℜ 满 足 当 0δ → 时 函 数 ( ) 0η δ → ， 那 么， 对 任 意 的 ( ]0: 0,δ δ 且 对 任 意

( ) ( ) ( ) ( ),x y B x Y x B yδ δ
∗ ∗ ∗   ∈ ∩Φ × ∩   ，存在：

二、值函数的微分

2.1　雅可比唯一性下的值函数的微分

（1）参数化极小化极大问题： 令 ( ), n mx y∗ ∗ ∈ℜ ×ℜ 为一个点， , ,f g h 是在 ( ),x y∗ ∗
附近的两次连续微分，

用 ( )xP 表示以下问题：

问题 ( )xP 的拉格朗日定义为：

（2）雅可比唯一性条件

定义 5：令 ( ) 1 2, , m my µ λ∗ ∗ ∗ ∈ℜ ×ℜ 为一个点，问题 ( )x
P ∗ 在 ( ), ,y µ λ∗ ∗ ∗

处的雅可比唯一性条件满足：

a）点 ( ), ,y µ λ∗ ∗ ∗
是问题 ( )x

P ∗ 的 Karush-Kuhn-Tucker 点，即：

b）线性独立约束条件成立于 y∗
； 即向量集
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是线性独立的，其中

c）对于λ∗ , 在 y∗
处的严格互补条件为

d）在 ( ), ,y µ λ∗ ∗ ∗
处的二阶充分最优条件为

其中 ( )x
C y∗

∗
是在 y∗

时问题 ( )x
P ∗ 的临界锥

（3）存在的解路径

引理 6：令 ( ), n mx y∗ ∗ ∈ℜ ×ℜ 是 , ,f g h 在 ( ),x y∗ ∗
附近的两次连续可微的点。令( ) 1 2, m mµ λ∗ ∗ ∈ℜ ×ℜ ，

使得问题 ( )x
P ∗ 在 ( ), ,y µ λ∗ ∗ ∗

处满足雅可比唯一条件。然后满足 0 0δ > ， 0 0ε > ，且存在一个两次连续微

分映射 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
, , :y B x B y B Bδ ε ε εµ λ µ λ∗ ∗ ∗ ∗→ × × ，使得当 ( )0

x B xδ
∗∈ 时，问题 ( )x

P ∗ 在

( ), ,y µ λ∗ ∗ ∗
处满足雅可比唯一条件。

（4）值函数的导数。定义（最佳）值函数

命题 2.1：如果满足引理 6 的假设且ϕ 由公式（5）定义，那么

且
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2.2　Karush-Kuhn-Tucker 系统的强规律性

（1）假设 A

定义 7：令 ( ), n mx y∗ ∗ ∈ℜ ×ℜ 是满足 ( )x
y∗
∗∧ ≠ ∅的点，问题 ( )x

P ∗ 在 y∗
时的强二阶充分最优条件为：

其中， ( )x
C y∗

∗
是在 y∗

时问题 ( )x
P ∗ 的临界锥。

定义 8：令 ( ), n mx y ∈ℜ ×ℜ 为点，如果满足 ( )x y∧ ≠ ∅，则问题 ( )x
P ∗ 在 ( )y Y x∈ 处的假设 A 成立，

在 y 处其线性独立约束条件和强二阶充分最优条件成立。

（2）存在的解路径

引 理 9： 令 ( ), n mx y∗ ∗ ∈ℜ ×ℜ 是 , ,f g h 在 ( ),x y∗ ∗
附 近 的 两 次 连 续 可 微 的 点。 对 问 题

( )x
P ∗ ， 假 设 假 设 A 在 y∗ 处 成 立。 则 存 在 0 0δ > ， 0 0ε > ， 且 存 在 Lipschitz 局 部 连 续 映 射

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
, , :y B x B y B Bδ ε ε εµ λ µ λ∗ ∗ ∗ ∗→ × × 满足 ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , ,y x x x yη λ µ λ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= 且

此时， ( )0
x B xδ

∗∈ ，且当 ( )0
x B xδ

∗∈ 时，在 ( )y x 处问题 ( )x
P ∗ 的假设 A 成立。

注释：线性操作 1 2: m mW ℜ →ℜ 定义为
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集值映射 2 2: m mn
B

×Α ℜ ⇒ℜ 定义为

集值映射 2 2: m mn
C

×Α ℜ ⇒ℜ 定义为

（3） ( )( )C xΑ 的非奇异性

命题 2.2：令 ( ), n mx y∗ ∗ ∈ℜ ×ℜ 是 , ,f g h 在 ( ),x y∗ ∗
附近的两次连续可微的点。对问题 ( )x

P ∗ ，假设假设

A 在 y∗
处成立。令 0 0δ > 在引理 9 中给出，则集值映射 ( )( )B xΑ ， ( )( )C xΑ 在 x∗处为上半连续，并且对

于
0(0, )δ δ∈ ，满足当 ( ),x B x δ∗∈ 时， ( )( )B xΑ 和 ( )( )C xΑ 中的每个元素都是非奇异的。

（4）解映射微分

命题 2.3：令 ( ), n mx y∗ ∗ ∈ℜ ×ℜ 是 , ,f g h 在 ( ),x y∗ ∗
附近的两次连续可微的点。对问题 ( )x

P ∗ ，假设假设

A 在 y∗
处成立。令 0 0δ > ， 0 0ε > ，且 ( ) ( ) ( )( ), ,y η λ⋅ ⋅ ⋅ 由引理 9 给出，对 ( )0

x B xδ
∗∈ ，满足

a） ( ) ( ) ( )( ), ,y η λ⋅ ⋅ ⋅ 在 x 处的方向导数满足

b） ( ) ( ) ( )( ), ,y η λ⋅ ⋅ ⋅ 在 x 处的 B 次微分满足

c） ( ) ( ) ( )( ), ,y η λ⋅ ⋅ ⋅ 在 x 处的 Clarke generalized Jacobian 满足

其中
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（5）值函数微分

推论 10：令 ( ), n mx y∗ ∗ ∈ℜ ×ℜ 是 , ,f g h 在 ( ),x y∗ ∗
附近的两次连续可微的点。对问题 ( )x

P ∗ ，假设假设

A 在 y∗ 处成立。令 0 0δ > ， 0 0ε > ，且 ( ) ( ) ( )( ), ,y η λ⋅ ⋅ ⋅ 由引理 9 给出，则值函数 ( ) ( )( ),x f x y xϕ =

在 ( )0
B xδ

∗
为局部 Lipschitz 连续，对 ( )0

x B xδ
∗∈ ，满足：

a）ϕ 在 x 处的方向导数满足

b）ϕ 在 x 处的 B 次微分满足

c）ϕ 在 x 处的 Clarke generalized Jacobian 满足

三、优化条件

3.1　一阶问题

假设 ( )xϕ 由公式（5）定义，将约束极小化极大问题（1）局部化为

其中 ( )y x 是 y∗
附近的 ( )xP 的局部极小化值，Φ由公式（2）定义。

3.2　约束集 Φ 和临界锥的 MFCQ

对于 x∗ ∈Φ，Mangasarian-Fromovitz 约束条件（Mangasarian-Fromovitz constraint qualifi cation）在 x∗时

保持约束集Φ，满足

（1）向量组 ( )j 1, 1,...,H x j n∗∇ = 是线性独立的；

（2）存在一个向量 nd ∈ℜ 使得
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在 x∗处，问题（7）的临界锥 ( )C x∗
被定义为

在雅可比唯一性条件下，临界锥 ( )C x∗
可以表示为

3.3　雅可比唯一性条件下的必要最优性

定理 11： 令 ( ), n mx y∗ ∗ ∈ℜ ×ℜ 是 , ,f g h 在 ( ),x y∗ ∗
附近的两次连续可微的点，H，G 为 x∗附近的连续两

次微分。令 ( ),x y∗ ∗
为问题（1）的局部极小化极大点，假设约束集合 ( )Y x∗ 在 y∗ 处的线性独立约束条件成

立，则存在唯一向量 ( ) 1 2m mµ λ∗ ∗ ∈ℜ ×ℜ， 使得

对于任意 ( )y x
d C y∗

∗∈ ，满足

假设问题 ( )x
P ∗ 在 ( ), ,y µ λ∗ ∗ ∗

处满足雅可比唯一条件，且 Mangasarian-Fromovitz 约束条件在 x∗处满足约束

集Φ，则存在 ( ) 1 2n nu v∗ ∗ ∈ℜ ×ℜ， 使得

满 足 公 式（10）的 所 有 ( )u v∗ ∗， 的 集 合 由 ( )x∗∇ 表 示， 该 集 合 是 一 个 非 空 紧 致 凸 集。 此 外， 每 个

( )xd C x∗∈ （ ( )C x∗
由公式（9）定义）满足 
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其中 ( )K x 和 ( )N x 由公式（6）定义。

定理 12（二阶充分最优条件）：假设 x∗ ∈Φ 且 ( )y Y x∗ ∗∈ 。令 ( ) 1 2m mµ λ∗ ∗ ∈ℜ ×ℜ， ，假设问题 ( )x
P ∗

在 ( ) ( ), ,y xµ λ∗ ∗ ∗ ∗∧ ≠ ∅， 处满足雅可比唯一条件，且对每个 ( ) \xd C x∗∈ ∅（ ( )C x∗
由公式（9）定义）

满足

存在 ( )1 00δ δ∈ ， ， ( )1 00ε ε∈ ， 且 1 20, 0γ γ> > ，使得对 ( )1
x B xδ

∗∈ ∩Φ， ( ) ( )1
y B y Y xε

∗ ∗∈ ∩

满足

则意味着 ( )x y∗ ∗， 是问题（1）的局部极小化极大点。

3.4　假设 A 下的一阶必要最优性

定理 13：令 ( ), n mx y∗ ∗ ∈ℜ ×ℜ 是 , ,f g h 在 ( ),x y∗ ∗
附近的两次连续可微的点，H，G 为 x∗附近的连续两

次微分。令 ( ),x y∗ ∗
为问题（1）的局部极小化极大点。 假设约束集合 ( )Y x∗

在 y∗ 处的线性独立约束条件成

立，则存在唯一向量 ( ) 1 2m mµ λ∗ ∗ ∈ℜ ×ℜ， 使得

对于任意 ( )y x
d C y∗

∗∈ ，满足

假设问题 ( )x
P ∗ 在 ( ), ,y µ λ∗ ∗ ∗

处满足假设 A，且约束集Φ在 x∗处满足 Mangasarian-Fromovitz 约束条件，则

存在 ( ) 1 2n nu v∗ ∗ ∈ℜ ×ℜ， ， ( )( )2
_

,mR
W g x yλ∗ ∗ ∗∈∂∏ + 使得
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满足公式（11）的所有 ( )u v∗ ∗， 的集合由 ( )x∗∧ 表示，该集合是一个非空紧致凸集。

3.5　如何设计有效算法来约束极小化极大优化？

在下一步的研究中，戴彧虹表示将考虑复合约束的极小化极大优化问题

其中 X 和 Y 是两个有限维 Hilbert 空间， :K X Y R× → 是连续可微函数， :f X R→ 和 :g Y R→ 是适

当的下半连续凸函数。他们提出的交替坐标法能够在共同假设下具有一定的收敛性。
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 北大研究员林伟：多因果推理的工具变量——新与旧

整理：智源社区 王惠远

林伟，北京大学研究员，智源学者。

林伟本次演讲的主题是《Instrumental Variables for Multiple Causal Inference: Old and New》。

在报告中，林伟强调了因果推断在实现人类水平的人工智能中的巨大作用。如何利用机器学习领域中比较流行

的方法去学习蕴含在数据中的因果结构是一个十分重要的问题。现代的机器学习任务通常需要同时考虑多个甚

至高维的潜在原因。收集到的数据集包含多个潜在原因和结果时，如何对于任意一个原因去估计平均潜在结果

的问题，是一个多重因果推断问题。因此考虑多重因果推断问题十分贴合实际需要。

这类问题的主要困难在于，如果原因和结果同时受一个未观测到的混杂变量 (confounding) 影响，在估计潜在原

因对结果的影响时就会出现偏差。为了控制未被观测的混杂因素，在因果推断领域一个很常见的方法是引入工

具变量 (instrumental variable)。一般而言，工具变量满足一定的条件之后才能有效减少混杂变量带来的偏差。

工具变量的有效性假设包括：

• 工具变量与混杂变量独立；

• 工具变量与潜在原因不独立；

• 给定潜在原因和混杂变量，结果和工具变量独立。

对于多重因果推断问题，在有效性假设下，我们可以用两阶段最小二乘法来估计多个潜在原因对结果的影响。

我们可以先用收集到的潜在原因和工具变量估计工具变量对潜在原因的影响，而后用工具变量预测得到的潜在

原因作为自变量，结果作为因变量，利用线性回归得到潜在原因对结果影响的估计。

图 1：有效性条件不满足时的高维工具变量模型

但是当有效性假设第三条不满足时，也就是工具变量可能会对结果产生直接影响时（如图 1），直接采用两阶段

最小二乘法估计存在着可识别性的问题。由于只有潜在原因对结果的影响需要估计，工具变量对结果的影响和

潜在原因对结果的影响必须被区分开来。而一般情况下，工具变量对结果的影响和潜在原因对结果的影响是无
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法被区分开的。林伟老师借用了带结构的压缩感知方面的数学工具来处理这个问题，并给出了十分优雅的可识

别性的结果。

图 2：可识别性

可以看到，尽管工具变量的维数可以很高，但是只要工具变量对结果能产生影响的个数比工具变量对潜在原因

影响系数的某个称为 cospark 的维数的一半还要少，工具变量和潜在原因对结果的影响就可以被区分开来，可

识别性由此可以得到保证。

图 3：两阶段正则化方法

为了高效地把潜在原因对结果的影响估计出来，林伟提出了两阶段正则化方法。这个方法分为两步。第一步，

利用 Lasso 方法估计工具变量对潜在原因的影响，并据此得到预测的潜在原因。第二步，给工具变量对结果的

影响系数施加 L1 正则项，且以此分别求得工具变量和潜在原因对结果的影响。最后可选择对得到的结果进行去

偏差化以方便统计推断。去偏差的估计可以证明是渐近正态分布。与经典的两步线性回归不同，额外的 L1 正则

项经过适当的调参可以保证结果是稀疏的，进而确保估计的值满足可识别性。具体的理论保证按照协变量是否

有随机性（确定性设计和随机设计）如下所示：
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图 4：两阶段正则法估计值的理论保证（协变量没有随机性）

可以看到，如果协变量是确定性设计，则两阶段正则化法的估计值在 L1 度量下是相合的，而且相应的预测误差

（标准化后）也是趋于 0 的。

图 5：两阶段正则法估计值的理论保证（协变量有随机性）

如果协变量是随机设计，则两阶段正则化法的解在去偏差化后具有渐近正态性。

工具变量可能是最早用来控制混杂变量的方式，但是它的思想至今仍然有用。演奏笛子时，用手指按住很少的

音孔就可以吹出动人的声音，高维的工具变量也是如此。尽管工具变量的个数像笛子总的音孔数一样可能会很

多，但只要对结果和潜在原因真正产生影响的个数较少，工具变量一样可以展现出强大的效用。这种思想对其

他统计和机器学习方法也有深刻的启发和影响。
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 圆桌论坛：人工智能基础理论研究的回顾与展望

整理：智源社区  贾伟

在人工智能发展的今天，数学家被赋予了新的使命。

作为自然科学的基石，在任何一门科学发展成熟的时候，对其进行抽象、定义以及严格证明，都是数学发挥功

力的时刻。人工智能进入以深度学习为代表的第三波爆发期后，迄今为止，大多数工作都还主要是凭借计算机

科学家们的经验、灵感，以工程的思维来推动。近几年来有不少数学家已经开始认识到，对人工智能数理基础

的研究或许将带来数学的又一春天。传统的数学（特别是统计）主要是从线性模型做起，直接分析优化，不用考

虑学习； 而深度学习在数学上本质上则是非凸的，学习策略影响学习结果。如何刻画这种学习？如何为以深度

学习为代表的机器学习技术建立坚实的数理基础？对深度学习的研究，让原来局限在一个小圈子里的数学家们

也有了很多机会，与计算机学家、人工智能学家、物理学家、脑科学家、计算神经科学家等坐在一起，共商人

工智能的科学之本。与人工智能的交叉，将给数学界带来新的灵感。

当前，已经有不少数学家开始研究机器学习问题，例如 GAN 的数学描述即优化问题，双下降问题，极大极小

优化问题，因果推断等。这些研究已取得或大或小的进展，但，正如北京大学张平文院士所言：“人工智能的数

理基础，还不是一个成熟的、被明确定义的领域，人工智能数理基础研究的领导者还没有产生； 正是因为这样，

广大的青年学者现在还有很大的机会。”

在第二届智源大会 “人工智能的数理基础” 专题论坛中，8 位数学家共同回顾并探讨了人工智能基础理论在近几

年取得的重要进展、当前最核心的挑战以及未来潜在的新思路和方向。
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一、回顾：人工智能基础理论研究近年来取得了哪些重要进展？

机器学习视角——

朱占星：在基础理论方面，我觉得近几年进展比较多的包括以下四个方面：

1、神经网络学习内在的工作机制是什么。近一两年大家研究比较多的是宽网络，即网络很宽时，神经网络的行

为将是什么。大家发现这种学习很类似 kernellearning。但也有人提出质疑，因为宽网络有很强的限制，和现在

大家普遍用的深度网络并不一样，根据 kernel 做出来的结果和我们深度学习做出来的结果仍然有很大差距。

2、用新的视角来看神经网络。有人尝试利用物理中的平均场理论，把每个神经元视作一个粒子，根据中心极限

定理，来分析神经网络整体的行为。

3、DoubleDescent 问题。这种现象表明我们对传统的统计机器学习模型理解并不够透彻，例如前面 Johannes

对 bias-variancetrade-off 的新理解。

4、把机器学习看做一个动力系统。例如在训练的时候，把输入当做初始点，输出当做终点，训练时把步长不断

缩小，这个过程可以看做一个连续 ODE，因此我们可以用已有的数学方法来解决一些问题。

其他方面进展，我觉得都还并不很顺利，例如神经网络性能与 data 之间的关系如何更好地进行数学上的刻画，

如何 de-couple 训练策略和训练模型之间的关系等。

张志华：我对这个问题的理解有两个方面。

首先，机器学习（特别是深度学习）现在发现了很多现象，对这些现象，数学上能够提供什么样的刻画？这方面

确实发现了一些现象，例如双下降等，针对这些现象确实已经有一些工作，但这些工作都包含了太多的假设，

这些假设与真实的机器学习过程有很大的差距。从数学上解决比较好的是 GAN，原因在于：1）GAN 本身数学

的定义就比较清楚；2）我们对 GAN 做分析时，已经把 “深度”（最难的一块儿）去掉了。因此对 GAN 的分析就

比较漂亮。此外便是对 min-max 的研究，现在也是研究比较清楚的，这里也没有考虑 “深度”。把 “深度” 加

进去的研究，还处于起步阶段。

其次，人工智能的数学基础，并不一定是对人工智能的数学刻画，也可以是用数学的工具提出一些新的方法。

例如无监督，如何从数学的角度，给我们一些启示，提出一些新的方法。这方面还是取得了一定的进展，包括

统计的鲁棒性以及林伟讲的因果推理。我觉得这方面的进展还是比较清楚明晰的。

统计学习视角——

季春霖：从统计的角度，我关注的有几个方面，

1、近似贝叶斯推断方面。近似贝叶斯推断最早是为了贝叶斯模型做后验分布计算，是一种替代蒙特卡
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洛计算的手段。最近近似贝叶斯推断与 ML 结合的比较多，也受到了很大的关注，特别是随机变分推断

（StochasticVariationalInference）能够处理复杂的、大规模的数据。其中 VE 应该是近似推断比较成功的例

子。最近的一些突破主要是，近似推断尝试打破一些传统的基于模型假设的方法，提出了很多 model-free 的

设想，在变分推断中会用到 proposal，这是一个分布，现在人们提出了很多不需要标准模型的 proposal，使

得 proposal 更加灵活，把原来用模型来算的 likelihood 和 prior 变成用统计量直接度量，或用 GAN 直接替代

likelihood 和 prior 等。

2、另外关注比较多的是生成模型。其实 GAN 网络、VE 都属于生成模型，能生成很多复杂的数据，这对传统的

统计来说是一个技术的节约。VE 本身还有一些基于统计模型的假设，它的重构损失等效于一个 likelihood，这

就限制了模型的灵活性。而 GAN 用统计量直接生成数据和真实数据的距离，比较像统计学里的 ABC 计算。人

们用不同的统计量去做 GAN 网络中的损失函数，尝试生成更好的效果。除了这些，还有尝试改变它的结构，引

入条件或其他领域的先验知识，从而让生成模型更加逼真。

3、统计量除了在 GAN 中用的比较多之外，它还被用在跨域的度量，例如用在 TransferLearning、特征解纠缠。

但统计量不是 on-line 的学习，因此我们应当关注利用 on-line 的方法去解这种统计量，这样会更有助于在机器

学习里面使用。

4、数据生成。我们知道生成模型可以生成很多复杂数据，例如 GAN，在最初生成图片等，可以满足大家的

好奇心，但实际上现在更多的关注是用生成的数据提高监督学习或强化学习的性能，包括 few-shot 或 zero-

shotlearning 里面，利用生成数据提高监督学习的性能，都能达到很好的效果。这里值得关注的是，如何利用这

个模型对数据里面的先验知识进行提取，并把这些先验知识转换成数据来喂给监督学习的模型，这还有很多创

新的地方值得关注。

朱宏图：首先大家从理论上对 bias-variance 的研究还是不错的，也有很多人试图从逼近论的角度做深度学习的

理论，不过还没有看到非常激动人心的东西，大家都还在尝试去做。

其次，大家尝试把统计模型和深度学习融合在一起去解决一些问题，因为本质上来说统计模型在解释性方面比

较好。

另外，就是在强化学习中进行因果推断的研究。最近有越来越多的 IT 公司开始做因果推断。我们最近也有一些

研究，结果已经出来了，效果还不错。

应用数学视角——

史作强：前面几位老师已经说的很全面了，把我想说的基本已经说完了。我再补充一点，现在有些研究会把物

理中的一些约束放到 RNN 或 reenforcementlearning 中，构建一些网络。例如在 RNN 中，加入某种能量或其

他一些物理量，就可以利用数学上的一些理论来处理，例如常识的依赖性等克服梯度消失 / 爆炸现象。这可

能也是现在应用那个数学研究的一个趋势，即： 考虑传统上的一些物理模型，看是否对 deeplearning 有一些

启发。
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董彬：近年来我们看到的一个趋势是，机理与数据的融合。不管你是 modeldriven，还是 datadriven，我们在做

的就是把基于数据和基于我们已知的机理与知识进行结合。

我们原来做模型一般都是凭经验、直觉或基于非常强的假设做的设计，这些模型和算法普适性很好，可以在很

大的空间中得到问题较好的解，但对于更具体的任务，特别是我们很多时候关心的具体问题的解是在一个较小

的空间中的，普世的模型和算法就未必是最优的方法，不能充分挖掘这个小空间的结构，而深度学习方法却可

以很好的刻画这些空间，这也是为什么深度学习方法在很多具体问题中都比传统方法要好。但是理论上，我们

一直不知道怎么去描述这个小的空间，也就没法很好的解释为什么深度学习有如此好的性能，这也是理论上需

要进一步探索的方向。在建模方面，我们需要把传统建模思想和深度学习思想融合，其关键是甄别哪些环节我

们应该用传统的方法，哪些环节我们又需要利用机器学习的工具？这个目前已有很多成功的例子，但是整体规

律和原则并不是很清楚，很多时候只能是 casebycase，需要有一个系统的指导。

这些年，我认为进展是大家意识到了我们需要把机理和数据融合。但我们还不是很清楚，到底是否存在一些系

统的指导性原则，来指导 AI 更好的解决实际问题。

张平文：感谢以上六位专家分别从机器学习、统计学和应用数学三个角度来讲述数理基础的研究进展。

但什么是 “人工智能的数理基础” 呢？我觉得这个目前我们还说不太清楚。首先，它还不是一个成熟的领域，

还不是一个被明确定义的领域。也正是因为这样，广大的青年学者就有很大的机会； 因为在全球范围内人工智

能数理基础研究方面的领导者还没有产生，所以大家都有机会。

第一，当前人工智能的数理基础研究最多的还是深度学习的数学理论，主要是因为第三轮人工智能的浪潮主要

是因为深度学习到了，深度学习虽然在一些领域效果很好，但是人们不理解，可解释性成问题，所以这是当前

最热的领域，但还有很多其它方面的研究。在我看来，应用数学，特别是计算，过去就没有可解释性的问题，

因为我们都是从知识开始、从机理开始，所以没有可解释性的问题。传统的统计在我看来主要是怎么从数据到

知识，就是用统计的手段，特别是在社会科学领域用得特别多，其实真正简洁与美的知识（像量子力学），并不

是通过统计来的，主要是靠天才的努力。但是这样的东西毕竟有限，大量的还是社会科学、复杂科学，这里没

有那么高的精度，但它也是知识，过去统计在里面起着极大的作用。我们来看机器学习想要干什么？实际上过

去我们在数学圈子里面，阵地是划得很清楚的，从数据到知识是统计人的领域，从知识到决策或者到预测是计

算人的领域。机器学习要一下子从数据到决策到预测，这就是机器学习想要干的，要把两个群体干的事情一把

手接过去了，所以出现很多新的问题。当然这样挺好，但这些问题也不是短时间能够解决得了的。也就是说，

可解释其实有两个层次： 一个层次就是从算法的角度来说怎么可解释，另一个层次就是从模型和知识的角度来

说可解释。这两个还是有区别。

第二，人工智能的数理基础真的是给了我们广义的应用数学，包含做应用数学、做统计、做机器学习甚至一些

做工程的人，还有做脑科学、计算神经科学的人，真的是把我们团结在了一起，否则的话我就很难有机会来听

统计学家的报告，很难有机会来听机器学习专家的报告，所以我觉得这是一个可能重构广义应用数学的机会，

是一个非常重要的方向。

今天有非常多的年轻人在这里。所以我想强调： 这个领域还不成熟，没有领导者，但它确实具有活力，所以希
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望大家投身到我们人工智能的数理基础这样一个研究领域，不断地在大家的努力下让它变得更加成熟，然后做

出一些原创性的成果。你们有很多的机遇，但挑战也不小。

二、挑战：人工智能基础理论研究当前最核心的挑战还有哪些？

朱宏图：统计学整个的理论基础都是基于线性模型做起来的，但我们现在想要处理的系统和问题太复杂，旧的

一套框架完全不能适应这个发展，所以这个理论已经不能满足需求。现在大家做机器学习的人，一上来就说我

有一个具体的问题，然后搜集一组数据，如果能够标注的话，我就是用这个标注的数据去做后面所有模型的开

发算法，跳过整个理论研究去做。对于更复杂的系统我们基本上就开始做模拟器，尽量去模拟这个物理系统里

面的粒子之间的交互或者人与人之间的交互，那么从模拟器的角度去做后面所有我认为重要的模块，所以这些

东西是现有的数学以及所有的理论科学目前为止不知道怎么去刻画这个系统，就会造成理论和实践是有一个很

大的间隙。因为能够证明出来的都是一些比较简单的情形，但我的情形比你的更复杂，所以基本就搞不定。因

此我们面临的最大的挑战就是，我们对我们的目标没有一个很深刻的数学或其它的理论框架去刻画，以前那些

简单的、比较容易处理的数学工具还是无效，所以造成了我们面临的挑战非常之大。

张志华：现在最大的挑战肯定还是深度学习的挑战。原来我们大部分的统计模型都是基于浅层的，一般都是一

个凸问题，我们研究这个问题就相对比较容易，比如原来我做计算数学，计算数学本身原来可能就是一个连续

方程，然后怎样去解它，这些数学的问题相对比较明确。对于深度学习只有两个问题，第一，数学刻画不明确，

我们用一个什么样的数学定义去证明什么东西； 第二，用什么样的工具能够解决这个问题，现在也不是那么清

楚。这是我认为的核心挑战。

季春霖：我想和大家探讨一下网络中不确定性的分析。现在我们在做经典的人脸识别的时候，都会把图像嵌入

到空间里面，大家研究的时候更多关注的就是嵌入空间怎么设计比较合理，怎么度量嵌入比较合理，这样的话

能够得到一个比较好的泛化能力。其实嵌入空间中是填不满，还有很多空余的区域。针对这些空余的区域，经

典的统计方法中，偏离主要关注区域的话概率比较小，它至少有一个概率的描述，但深度学习却没有专门描述

这些区域，这里可能和安全性比较高的 AI 领域有非常大的关系，描述一些风险事件就需要这种刻画。现在深度

学习当中没有这种不确定性的刻画，或者做的相对比较少，人们不能像经典的贝叶斯模型可以把后验概率全部

取样出来，网络这么大也不可能对参数所有的样本取样。现在人们在尝试着去做，但是这方面的工作还是做得

不足，没有一个完整的方法去把这个不确定性和网络结合在一起。

朱占星：其实说到机器学习，一个很重要的问题就是表示学习。从 2006 年 Hinton 发《Science》的时候就有

了，DNN 或者受限玻尔兹曼机，能够学到一个好的表示。到现在已经有十多年了，但也没有搞清楚什么是深度

学习学到的表示。这个难点在于深度学习是由很多小的 buildingblock 堆起来的，每个 block 都可能对想要关心

的表示都有关系。我们之前考虑的统计都是从线性模型做起来，这些模型求解起来比较困难，但根本不用关心

学习，直接分析最优化就完事。但深度学习是非凸的，这个事情就和怎么选数据、怎么学习有很大的关系，不

同的学习策略就会有不同的结果。所以现在大家的数据复杂了，模型也是非凸的，学习策略也很多样化，相互

之间非常依赖，我们没有办法解耦，拿出一个单个的东西去研究，说白了就是刚才张老师说的，我们没有什么

好的数学刻画。我觉得这是目前最困难的问题，现在大家做的很多事情其实相当于把这三者之间做最大化的假

设，然后放到已有的数学分析的区域去做，但我们真正关心的那些问题还离得很远。
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三、展望：人工智能基础理论研究的下一个阶段有哪些潜在的新思路、新方向？

朱宏图：我一般做什么东西必须要有应用场景，这个东西又要足够复杂。

首先，我们的衣食住行现在已经有了 IoT，所有东西都整合在一个平台上面之后，服务商和用户通过这个平台进

行交易，我们叫做双边市场。双边市场某种程度上就是用 IT 所有的可能性，对老百姓的衣食住行各个方面进行

改善。这里产生的问题比现在深度学习所做的三个主要方向（CV、NLP、语音）要更广。其实本质上来说很简

单，就是你能不能给用户创造价值。

我认为最重要的点就是因果推断。有了一个 Action 之后，用户的满意度就提升了，效率就提高了，我要知道这

个抓手是什么； 从数据的层面，我要知道怎么搜集数据，找到原因，然后再提高用户的满意度。在这里面，深

度学习只是一个工具而已。

另外增强学习会变得越来越重要。因为现在收集数据的频次越来越频繁，这些数据会带来一个机遇，就是我能

够不断地调整模型策略，比如慢性病和高血压，不断收集数据，实时调整治疗方案。

再就是匹配的问题，就是针对用户如何做最好的服务。这个问题很早就有了，但是未来配准问题会变成非常基

础的数学问题，相比以前更重要，就是我给用户提供什么样的服务是最优的，或者在什么样的环境下是最优的。

这些问题和深度学习融合在一起。

未来机器学习人工智能基础理论当中这是需要考虑的几个方向。

董彬：我们知道 Regularization is the key，但有没有一种统一的视角，写出一类正则化去做分析？这是我自己

比较好奇的一点。

史作强：刚才几位老师的总结当中都有提到可解释性是深度学习的一个非常关键的东西，张老师的总结我特别

认同，那个可解释性实际上是分为不同的层次，我们可以考虑模型的可解释性，也可以考虑结果的可解释性，

某种意义上这个结果的可解释性是更复杂的。最传统的物理模型，流体力学的方程，我们认为那些方程是可解

释的，因为我们是从物理的规律推出来的； 但由流体的现象，比如湍流，并不太好解释。因此，我觉得在未来

可能更应该关注模型的可解释性； 结果过于复杂，依赖不同的场景、不同的应用，可解释性都是不一样的。关

于模型的可解释性，至少我个人考虑的一件事情，就是模仿物理问题当中的过程，我们先建立一些规律，比如

动量守恒和能量守恒，利用这些规律我们把模型推出来。六七年前我看到过 Stephen 有一些工作，就是从图像

不变性把模型推出来。我们也可以尽量把模型限制在更小的范围内，减少模型中我们需要拟合的参数数目，尽

量把模型的类型定下来，这也是我最近在思考的一些问题。

四、总结

张平文：首先特别感谢各位嘉宾在人工智能数理基础的进展、挑战和展望上发表自己的看法，大家说的都很有

深度，对我们团队的研究也非常有指导意义，代表我们的团队感谢大家。

同时特别感谢北京智源人工智能研究院。我们这个方向还没有成型，还没有被明确定义，北京智源人工智能研

究院就把我们这个方向作为第一个重大研究方向成立，其眼光真的是深远。这个平台能够使得我们不同领域的
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人聚在一起，我们今天有这样的机会非常重要。

北京智源人工智能研究院这四天的会议有很多的报告其实跟我们密切相关，特别是后天专门有一个机器学习的

论坛。机器学习专家们会有不同的视角，他们的讨论跟我们也非常的近，所以我希望大家多去听一听他们的报

告，很多思想性的报告都会对我们有启发。

我真的是认为人工智能数理基础这个方向对数学的发展会非常的重要。当年统计学的基础是概率论，现在已经

成为了数学最核心的方向。早几年我在北大数院当常务副院长的时候有一个改革，就是要把大学数学最基础的

教育从 “三高”（分析、几何、代数）变成 “四高”（加入概率论和随机分析）。现在概率论和随机分析已经渗透

到了数学的方方面面，已经是最核心的数学。相信「学习理论」真的有可能在基础数学方面有新的突破，现在

有人开始研究「离散拓扑」，「组合论」也焕发新的青春，能不能产生类似概率论这样新的数学是我们期待的。

尽管短时间内不太可能产生的，但也还是有这种可能性。现在我们人工智能基础更多的是关注怎么去理解机器

学习（特别是深度学习）的一些算法，我们也希望有一些新的算法产生； 但更高层次的研究是，我们希望人工智

能能够回馈数学，产生类似于概率论和随机分析这样核心的数学。这需要一个过程，因为概率论有几百年的历

史，真正成熟不到一百年，成为数学的核心也是最近的一二十年的事情，这是一个漫长的过程。但对人工智能

的数理基础这个方向，我是充满期待。

今天有很多来听报告的年轻人，如果是学数学的，不管你是学基础数学还是学应用数学、计算数学、统计学、

信息科学或者计算机科学，人工智能的数理基础是一个非常有活力、非常有前景的方向，欢迎大家加入。


