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 杜克大学鬲融：通往“Learning to learn”方法的理论理解

整理：智源编辑 许明英

近年来，人工智能的蓬勃发展促进了人们对人工智能理论的深入探索，人工智能理论的研究呈现出了 Artifi cial 

Intelligence --> Machine Learning --> Deep Learning --> Deep Reinforcement Learning --> Deep 

Learning to Learn 的趋势。Learning to Learn( 学会学习 ) 已经成为继增强学习之后又一个重要的研究分支。

在 Machine Learning 时代，复杂的分类问题推动了人们对 Deep Learning（深度学习）的探索，深度学习的出

现基本解决了一对一映射问题，然而深度学习在解决 Sequential decision making 问题上遇到了瓶颈，由此深

度增强学习应运而生，并在序列决策问题上初显成效。但是，新的问题接踵而至，深度增强学习依赖于巨量的

训练，并且需要精确的 Reward，对于现实世界的很多任务，没有好的 Reward，也没办法无限量训练。这就需

要其能够快速学习。而快速学习的关键是具备学会学习的能力，能够充分的利用以往的知识经验来指导新任务

的学习，因此 Learning to Learn 成为学者们新一轮攻克方向。

6 月 24 号，在第二届智源大会 “机器学习前沿青年科学家” 专题论坛上，杜克大学计算机科学系鬲融教授作

为演讲嘉宾，带来了主题为《Towards a Theoretical Understanding of Learning-to-learn Methods》的

精彩演讲。

鬲融在报告中，首先就深度学习中起核心作用的优化算法抛出第一个问题： 如何训练及优化网络，仅仅使用

SGD 或 Adam 足够吗 ? 

他简单阐述了训练神经网络的一些技巧，例如可能需要设计步长、改变一些动量； 可能需要增加一些权重衰减，

增加数据量；可能需要利用各种各样的技巧去优化网络。然而，调整这些参数优化网络并不是一件容易的事情。

图 1：神经网络优化



● 3 ●

接下来，鬲融提到或许在调参过程中会非常沮丧，或许想摆脱这些繁杂的调参过程，自动找寻新的优化技巧。

那么，这样做有没有可行性呢？答案是肯定的。

这方面的研究工作目前已经有很多，其中利用 Learning to learn 来设计更好的优化算法，从而来提高优化器性

能是其中一个方向。鬲融以论文《Learning to learn by gradient descent by gradient descent》为例进行了

介绍，这篇论文的主要思想是用 Learning to learn 方法学习一个新的优化器，目标是优化分配任务的目标函数 

f(w)；具体则是，将优化算法抽象为具有参数Θ的优化器，然后通过各个分配任务优化参数Θ。

图 2：具有参数Θ的优化器

优化器可以是传统简单的优化器，也可以是神经网络优化器。训练优化器的步骤为： 进行 t 步优化、定义元目

标、在优化器参数Θ做元梯度下降。事实上，这一个过程类似于循环神经网络 / 策略梯度。

然而这一过程会面临着诸多挑战，例如梯度消失或梯度爆炸问题、可能陷入较差的局部最优解、在具体任务上

的泛化能力、没有理论保证等。鬲融在报告中谈到自己为二次目标分析了简单的优化器（包括梯度下降 GD 和随

机梯度下降 SGD），并通过实践得出了一些结论如下：

1. 对于二次目标的梯度爆炸 / 梯度消失问题

(1) 传统的元目标对于所有步长都存在元梯度爆炸 / 消失问题；

(2) 可以设计一个更好的元目标，其元梯度保持多项式有界；

(3) 即使对于新目标，使用反向传播算法计算元梯度也会导致数值问题。

2. 最小二乘训练优化器的泛化能力

当样本数量较少时，需要在单独的验证集上定义元目标。当样本数量很大时，只需在训练集上定义元目标即可。

鬲融从步长和设计更好的目标两个方面入手探讨了应对梯度爆炸 / 梯度消失问题的策略。

一、为简单的二次目标优化步长

目标 :

( ) 1
2

Tminf w w Hw=
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算法 : 使用固定步长的梯度下降法：

( ) ( )1t t t tw w f w I H wη η+ = ∇ = −−

传统的元目标在最后一步的损失为： 

( ) ( )TF f wηη = ，

定理：对于η的几乎所有值，T 中的元梯度 ( )F η′ 要么呈指数增长，要么呈指数下降。

鬲融通过实验展示了 TensorFlow 计算的实际元梯度与元梯度的训练轨迹（T = 80，初始步长为 0.1），以及成功

学习不同迭代次数 T 时的最佳步长。如下图所示：

图 3：训练优化器的泛化能力

二、设计一个更好的目标

思想：因为目标在 T 中成倍地变大或变小，导致元梯度很大。因此设计一个新的目标如下：

( ) ( ) ( ),
1 1log logTG f w F
T Tηη η= =

定理： 对于新目标，在所有相关参数中，元梯度 ( )G η′ 总是多项式。此外，步长为 1/ k 的元梯度下降收

敛。然而，如果用反向传播计算 ( )F η′ ，需要 ( ) dFG
dG

η′ = 。 ( )F η′ 以及 ( )G η′ 以指数形式变大或变小。

设置：最小二乘问题

( ) ( )2
* *, 1, ~ 0, , ~ 0,T

dy w x w x N I Nξ ξ σ= + =

目标：训练数据的平方损失
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算法：恒定步长的梯度下降（与 SGD 相似）

鬲融介绍了定义元目标的两个思想，给定 , Twη 为步长为η时迭代第 T 次的点。

(1) 使用 Train-by-Train(TyT) 方法，在训练集上定义原目标，例如，简单选择 F( η )=f(w η，T)。

(2) 使用 Train-by-validation 方法，在分开的验证集 ( ) ( )2 2

' ' ' '
1 1 n nx y x y…，，， 上定义

鬲融就何时使用 Train-by-validation（TBV）方法总结如下：

定理： 当σ是一个足够大的常数，并且 n（样本数）是 d（维度）的恒定分数时，逐次验证效果更好 ; 当 n（样本

数）比 d（维度）大得多时，则逐列训练接近于最小 - 最大最佳解。

观察：神经网络经常被过度的参数化，这意味着样本数 n 小于维度 d。

鬲融给出了实验验证的结果如下，在原始最小二乘数模型上，鬲融分别比较了在使用 Train-by-Train(TBT) 方

法和 Train-by-validation（TBV）两种方法时，不同步长下，在训练集和测试集上的均方根误差 RMSE。结果如

下所示：

图 4：原始最小二乘数模型上的均方误差值

鬲融通过在合成数据如 MNIST 等数据上的简单实验验证阐述了使用 Train-by-Train(TyT)、Train-by-validation

（TBV）训练优化器的结果。并得出结论，使用验证损失可以实现良好的泛化性能，而使用训练损失甚至对于简

单的二次函数也可能过拟合。
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图 5：在网络优化器上的实验观测

鬲融总结了优化过程中的几个注意事项：

(1) 仔细选择元目标可以减轻梯度爆炸 / 消失的问题； 

(2) 需要谨慎使用反向传播算法 ;

(3) 当样本较少或者噪声较大时，需要在单独的验证集上定义元目标。

最后，鬲融就进一步的研究提出了建设性的问题 “是否可以为神经网络优化器缓解梯度爆炸、梯度消失问题以

及数值问题呢？” “是否可以针对更复杂的目标为更复杂的优化器调整参数？” 引发大家的进一步思考。
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 普林斯顿大学金驰：对强化学习算法复杂度的一种优化方法

整理：智源社区 何灏宇

在第二届北京智源大会 “机器学习前沿青年科学家” 专题论坛上，普林斯顿大学助理教授，青年科学家金驰做

了题为《Near-Optimal Reinforcement Learning with Self-Play》的报告。

在报告中，金驰提到： 低效是现有的大多数强化学习算法的瓶颈，也是制约强化学习大规模应用的一个关键点，

这其中，有两种效率我们需要去考虑，一种是采样效率，即在训练时需要进行取样的样本数量； 另一种是计算

效率，即训练模型需要花费的时间和算力。

在本次报告中，金驰为我们展示了他在解决强化学习算法的低效性尤其是提高采样效率这方面的研究成果。以

下是演讲全文，本文做了不改变原意的整理。

关于强化学习的一个里程碑事件是 Alpha Go 在人机大战中战胜围棋世界冠军，这也是机器第一次在围棋这个项

目中战胜人类的最高水平。像 Alpha Go 这样的基于强化学习的人工智能有一个特点——它们并不是通过与人对

战进行训练而是通过自己与自己对战进行学习的。这样的概念被称作自学习（Self-Play）。

现有的大多数强化学习算法都陷入了低效的瓶颈。比如在谷歌公司有充足算力资源的情况下，训练 Alpha Go 

Zero 需要采样一千万盘围棋比赛，用时一个多月。在像围棋或者扑克或者是星际争霸这些游戏中，玩家数量不

是一个而是多个，且对手的策略会通过分析其他玩家的策略进行调整，这种形式叫做双（多）玩家零和博弈。零

和博弈的意思是如果某一玩家获得奖励或者赢得博弈，那就意味着其他玩家获得惩罚或是输掉博弈。使用强化

学习算法处理零和博弈问题时，也同样会遇到效率低下的问题。那么，对于双玩家零和博弈，怎样设计一种更

有效的强化学习算法使得采样效率和计算效率更高呢？这正是本次报告的主要内容。

图 1：多玩家零和博弈在现实生活中的案例
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一、极端还是均衡，哪个才是最优策略

在讨论怎样解决这个问题之前，首先需要说明我们使用的是马尔可夫对策模型（Markov Games），假设在该模

型中有两个智能体 a 和 b，在一个状态下，a 和 b 会采取行动 a1、b1 或者 a2、b2，并且分别得到奖励值 r，同

时，整个模型的状态 s 也会根据 a、b 的行动发生改变。那么，对于该模型，我们做一下参数的定义，S 代表模

型所有状态的集合，A 代表智能体 a 所有行动的集合（{a1, a2, ..., an}），同理 B 代表智能体 b 所有行动的集合。

H 代表整个博弈中视野的长度，比如星际争霸中一场游戏需要经过的时间。非常重要的一点是，两个智能体 a、

b 是互相比赛的，其中一个智能体的目标是最大化系统的奖励值 r，另一个是最小化 r。

图 2：马尔科夫对策模型

在设计算法之前我们需要构建出一个对于双玩家零和博弈的最优策略。那么，怎样去理解最优策略呢？首先需

要介绍几个概念，第一个概念称作最佳响应（Best response），在响应时会去尽可能探索对手的策略并且采取最

优的行为。比如在剪刀石头布中，如果本玩家的策略是一直出石头，那么最佳响应策略就会一直出包袱来对抗

本玩家。然而在实际的博弈过程中，任何一个玩家都不能准确的知道对手的策略是什么。第二个概念叫做纳什

均衡（Nash Equilibria），纳什均衡的策略是，在任何时刻都做最坏的打算，不论其他玩家的策略如何改变，哪

怕其他玩家采取针对本玩家的最佳响应策略 ，采用纳什均衡的玩家依然可以保证一定的收益。比如在剪刀石头

布时均匀出拳，那么本玩家可以始终保持百分之五十的获胜概率。事实上，这种策略在一些场景下是非常强大

的，想象一下如果你在玩星际争霸的时候与任何对手对战都能保证百分之五十的胜率，那么你就很有可能会是

这个游戏世界中最好的玩家。因此我们的目标就是找到一个取样少采样效率高的纳什平衡，使得模型对于参数

S、A、B 的值有最优依赖。

二、基于置信度进行高效的搜索

现在我们明确了我们想要实现的目标，接下来就该开始设计算法了。用到的基础算法叫做 Nash Q-learning，

对于熟悉 Q-learning 的人来说，可以把 Nash Q-learning 当作是双玩家版本的 Q-learning。基础的 Nash 

Q-learning 会做两件事情，一是随机更新 Q 值，二是根据预测的 Q 值重新计算纳什平衡，从而达到更新策略的

目的。如果仔细思考一下 Nash Q-learning 的话，会发现它并没有详细说明怎样去对数据进行采样，这就引出
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了 一个很重要的问题——搜索（Exploration）。在强化学习中，不能只去利用（Exploitation）那些已经有的或者

模型认为最优的数据，也要去探索那些模型认为并不是最优但实际可能就是最优的数据。这样做的原因是因为

采样次数有限，模型根据学习到的策略计算出的最优样本和实际的最优样本之间会有偏差，通过搜索能够保证

模型不仅局限于学习到的策略，而是对所有样本都进行尝试，这就是搜索的意义。�-greedy 是一个常用的搜索

方法，它表示每次采样数据时，模型有 � 的概率去进行随机的搜索，其他时刻模型做贪婪搜索，从而保证所有

可能的样本都能被取到。

图 3： ϵ-greedy 的抽象表达 0

如果有无限数量的样本可以不停做搜索，ϵ-greedy 会非常有效，但是在实际的应用中样本数和时间都是有限

的，导致 ϵ-greedy 搜索到的最优策略与真实值之间总会有一个差值，所以我们需要找到一个比 ϵ-greedy 更有

效的算法——上置信界算法（Upper Confi dence Bound）。该算法的核心思想是假设每一个样本都有一个置信区

间，这个置信区间代表模型对采样该样本时可能得到的奖励值的预估区间，每个样本都对应着一个奖励值的期

望μ ，在下图中表示为μ1 和μ2。在每次采样时，取置信上界最高的样本，根据得到的奖励值更新 μ 。随着对样

本的采样次数增多，模型对该样本的置信度增加，样本的置信区间会缩小。概括来说，模型会在每次采样的时

候选择看起来有更高置信区间上界的样本，也就是更有可能拿到高奖励的样本，并且在每次采样之后对置信区

间进行更新。该算法已被证明要比 ϵ-greedy 算法的效果好得多，对于强化学习的学习效果提升是巨大的。
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图 4：上置信区间算法

由于我们讨论的是双玩家的零和博弈，因此我们不仅使用上置信区间算法，也同时采用下置信区间算法（Lower 

Confi dence Bound）。两个玩家分别使用两种算法进行采样。然而这会带来一个新的问题： 两个玩家采用不同

的算法意味着算法中要计算两次纳什均衡，这会导致算法的计算复杂度为 PPAD（高于多项式级），显然这样的

结果与我们提高算法运行效率的初衷不符。为了解决这个问题，我们采用了粗相关均衡（Coarse Correlated 

Equilibrium）代替纳什均衡从而达到更低的计算复杂度。 

现在我们已经完成了大部分的算法设计，这样的算法已经能够在单玩家的场景下执行最佳策略。然而我们意识

到一个问题，那就是在多玩家的前提下，这种优化后的 Nash Q-learning 算法只能保证在与采用纳什均衡策

略的对手博弈时，取得良好的效果。如果对手采用最佳响应的策略，我们的算法策略不能保证取得好的效果，

这样的一个策略不能算是一个优秀的策略。为了解决这个问题，我们在算法中加入了一个新的机制 Certifi ed 

Policy，使得我们的策略能够保证在与最佳响应策略进行博弈时也能有好的表现。因为时间原因，我不会在这里

讲解更多关于应用这个机制的原理。

三、算法复杂度分析

以上就是我们设计最优 Nash Q-learning 算法的全部过程，下图展现了该算法采样复杂度的上界和下界，可以

看到参数 S、A、B 和 ϵ 对于该算法的依赖都是最优的（线性依赖）。也能看到我们设计的另一个算法——最优

Nash V-learning，在最优 Nash Q-learning 算法的基础上又进一步降低了采样复杂度。
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图 5：Optimistic Nash Q-learning 的采样复杂度

我们设计的两种优化算法与其他算法的效率对比，可以明显的看到 Nash Q-learning 和 Nash V-learning 对于

参数 S、A、B 的依赖都是最优的，达到了线性依赖。以实际情况为例做说明，在实际应用中，通常会有超过

1000 个状态 S，那么我们算法将采样复杂度对 S 的依赖从 S2 降低到 S 则会使取样的时间比之前降低一千多倍，

这种优化对于效率的提升是指数级的，这也是为什么我们希望能设计一个达到采样复杂度下界（Lower Bound）

的算法的原因。

图 6：优化算法之间的效率对比
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四、更多发展方向

最后，对本次报告做一个总结，我们设计了一个在双玩家零和博弈中能够达到近似最优效率的自学习强化学习

算法，基于这个算法我们还可以在未来有更多的研究方向：

1. 最重要的一点，虽然算法对于 S 的依赖是线性的，但如果 S 值特别大，算法的效率也不能得到保证。我们之

前认为 S 是在 1000 这个数量级上变化的，因此从 S2 到 S 的优化实际上是把采样复杂度对 S 的依赖从百万降低

到千。但是在星际争霸这样的场景下，S 本身就有几百万个，这样的情况下，采样复杂度对于 S 的线性依赖还

是会给计算带来灾难。这个问题是需要通过研究去解决的。

2. 尽管算法的复杂度对于 A、B、S、ϵ 的依赖都是最优的，但是对于 H 的依赖还不是最优，如何对 H 做优化是

一个值得研究的方向。

3. 还需要将该算法应用于实际使用场景，以实际表现去评价算法的有效性。
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 宾夕法尼亚大学苏炜杰：隐私算法到底有多隐私？

整理：智源社区 熊宇轩

随着人工智能学科的蓬勃发展，以及深度学习等技术在社会生活中的广泛应用，算法的安全性问题又重新被人

们所重视。在本届智源大会的 “机器学习前沿青年科学家” 专题论坛上，来自宾夕法尼亚大学的助理教授苏炜

杰为我们带来了主题为「how PRIVATE are PRIVATE algorithms」的报告。该报告介绍了差分隐私保护的发展

历史，并从信息量、复合、子采样这三个角度分析了他们近期提出的 f-DP 相对于传统差分隐私保护框架的优

势。以下为苏炜杰演讲内容：

在今天的演讲中，我们将讨论一种新的隐私保护的机器学习框架。

在 George Orwell 著名的小说《1984》中，「Big Brother」是大洋国的独裁者，他可以窥探其国家内部所有人

的隐私，而由于每个人都没有隐私，这个国家最后覆灭了！

不幸的是，George Orwell 在小说中描述的场景在今天正在变为现实。现在的大型企业（尤其是 IT 企业）可以

获知用户的隐私数据，如果这些隐私数据被用于恶意用途，就会对每个人甚至是整个社会带来灾难。

那么我们如何应对这一问题呢？仅仅通过匿名化（从数据集中删除用户的名字）手段就能够保护隐私吗？很不

幸，这还远远不够！因为属于某个人的数据可能出现在多个数据集中。

实际上，Narayanan 和 Shmatikov 等人于 2006 年发表的论文指出，可以通过将两个以上的数据集联系起来，

从而识别出特定用户的身份。这也正是著名的 Netfl ix 竞赛被取消的原因。

另一方面，我们可以公开总结的统计量（样本均值）吗？很不幸，通常而言，这种数据也是存在泄露隐私的隐

患。2008 年，Homer 等人指出，如果我们公开次等位基因频率（MAF）的均值，你可以确认判断某个人是否在

这个数据集中。试想，如果某个数据集包含的是糖尿病人的数据，你可以通过判断某人是否在该数据集中从而

获知他是否患有糖尿病，此时隐私也就荡然无存了。

一、差分隐私保护

那么，这就是我们的未来吗？好消息是，一些研究人员在隐私保护领域做出了积极探索。2006 年，计算机领域

的研究人员提出了差分隐私保护技术（DP），将隐私保护与假设检验联系在了一起。

下面，我们对 DP 进行形式化定义。假设我们知道数据集的所有信息，并且知道数据集中存在 Jane、Ed、Bob 

三名用户，但我们现在不知道 Anne 或 Eva 是否在数据集中。此时就有两种可能性，S={Anne,Jane,Ed,Bob} 和 

S’={Eva,Jane,Ed,Bob}，由于这两个集合只有一个元素不同，我们将它们称为「相邻数据集」。
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图 1：差分隐私保护

我们的问题是，是否能够基于某种算法，识别出这个不确定的元素究竟是 Anne 还是 Eva。我们将真实数据集 S 

记为 H0（对应于原假设），将真实数据集为 S’ 记为 H1（对应于备择假设）。

实质上，H0 代表 Anne 在数据集中，H1 代表 Eva 在数据集中。那么，直观上来说，如果这种假设检验很难实

现，那么 Anne 和 Eva 的隐私就得到了保护，这就是差分隐私保护的基本思想。

近年来，DP 技术带来了巨大的影响，包括 Google、Apple、微软在内的各大企业纷纷采用了这项技术。同时，

美国人口普查局也承诺在调查中使用 DP 技术来保护最重要的统计数据。2017 年，四名计算机科学家也由于 

DP 的相关工作获得了理论计算机科学界的最高奖项：哥德尔奖。

本次演讲将基于 4 篇论文展开，有兴趣的读者可以在 Arxiv 上找到其中 3 篇的原文，最后一篇也会很快与大家

见面。这里需要提一下我的合作者董金硕。他是一名非常有创造力的学生，在这一系列工作中起到了极大的推

动作用。

• Gaussian Diff erential Privacy. With Dong and Roth. JRSSB (with discussion) 

• Deep Learning with Gaussian Diff erential Privacy. With Bu, Dong, and Long.

   In submission

•  Sharp Composition Bounds for Gaussian Differential Privacy via Edgeworth Expansion. With Zheng, 

Dong, and Long. ICML 2020

•  Central Limit Theorem and Uncertainty Principles for Diff erentially Private Query Answering. With Dong 

and Zhang. In submission

首先，我们将对比一下本次演讲中提出的新的隐私保护思路与前人的做法。在本次演讲中，我们将提出一种名

为「f- 差分隐私」（f-DP）的新型隐私保护框架，而 Dwork 等人于大约 13 年前提出的框架被称为「( ε , δ )-

差分隐私」。
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图 2：新的隐私保护思路

首先，它们的相似之处在于，它们都将隐私保护转化为了一个假设检验问题。但它们的差异体现在以下方面：

•  f-DP 采用假设检验中的第一类错误（弃真错误）、第二类错误（取伪错误）作为隐私度量； 而 ( ε , δ )-DP 则

使用最差情况的似然比作为隐私度量，而这种最差情况在某种程度上说是过于悲观的。

•  由于我们的方法考虑弃真错误和取伪错误的折中，所以本质上说它是一种从区间 [0,1] 到 [0,1] 的函数映射。

而在 ( ε , δ )-DP 中，他们使用仅仅使用了 ε 和 δ 两个数来定义最差情况下的似然比。

•  在 f-DP 框架下，典型的实现隐私保护的方式是加入高斯噪声（高斯分布），而 ( ε , δ )-DP 则是通过加入拉普

拉斯噪声（双指数分布）实现隐私保护。

二、f-DP 简介

如今，市面上有各种各样的差分隐私保护方法，f-DP 也许是最新的一种差分隐私保护框架。在这里，我们考虑

以下三种标准：（1）Informativeness（2）Composition（3）Subsampling。

图 3：差分隐私保护框架举例

我们的框架 f-DP 在上述三种评价标准上都取得了令人满意的性能。



● 16 ●

图 4：Trade-off  函数定义

在这里，我们令 H0 为原假设，它表明真实情况为 S；H1 为备择假设，它表明真实情况为 S'。我们用 P 表示真

实值为「Anne」（S）时算法输出结果的概率分布，P 表示真实值为「Eva」（S'）时算法输出结果的概率分布。此

时的第一类错误由显著性水平 αφ =EP [ φ ] 定义，它代表原假设为真，但是我们拒绝了原假设，接受了备择假

设。第二类额假设的概率βφ =1-EQ [ φ ]，它代表备择假设为真，但是我们接收了原假设。

对于两个概率分布 P 和 Q 来说，我们定义其 trade-off  函数为一个从区间 [0,1] 到 [0,1] 的函数映射：

其中，α 为 [0,1] 区间上的概率。该函数在 α 处的值是第二类错误可能的最小值，这样一来第一类错误就满足

其概率αφ小于 α。在满足该条件约束的情况下，你希望找到能够最好地使第二类错误概率最小的拒绝规则。此

时，Neyman-Pearson 引理保证了始终存在最优的 φ，而根据 Blackwell 定理，我们的 trade-off  函数包含的

关于假设检验问题的信息量最大。

f-DP 实际上反映了本次演讲的主题「隐私保护算法究竟有多隐私」。若某个随机的算法 M 对于所有的相邻数据

集 S 和 S’ 的 trade-off  函数满足：

我们则称该算法满足 f-DP。上式说明左侧函数的第二类错误始终大于等于右侧的 f。存在第二类错误意味着，

将 Anna 与 Eva 区分开来并不比区分 P 和 Q 两种概率分布更简单。此时的随机性来自于算法，而并非来自于

数据集，数据集是始终不变的。我们可以保证这里的 trade-off  函数 f 是关于第一象限的 45 度线（y=x）对称

的，即 f(f(x))=x。
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图 5：满足 f-DP 的算法示意图

如图 5 所示，黑色实线代表 f 的函数，只有 “---” 的虚线满足 f-DP，因为根据定义，满足 f-DP 的算法的 

trade-off  函数需要始终在 f 之上。

( ε , δ )-DP 需要满足如上图所示的不等式约束，当 ε 和 δ 都很小时，不等式最左边的一项和中间一项就相等

了。实际上，通过定义 ，我们发现 ( ε , δ )-DP 是我们提出

的 f-DP 的特例。

通过绘制这个函数的图形（分段函数），我们看到在 y=1 附近的截距为 δ，这是一个非常小的数，接下来的一段

图像的斜率为 -ex，然后在 y=x 另一侧的图像与之前绘制的图像对称。由此，我们就得到了四段函数图像。但

是坚持使用 ( ε , δ )-DP 方法所具有的局限性太大，使用概率 δ 也会带来一些不好的影响。这也正是我们提出 

f-DP 的原因。

从更基础的「原始 - 对偶」的角度来看，我们可以通过使用不同的 ( ε , δ ) 对来描述算法的隐私性（ε 越小，则 

δ 越大）。通过大量绘制各种 ( ε , δ ) 对的函数图像，我们得到了一条包络线，这条包络线代表 f-DP。
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图 6：从原始对偶方法的角度看 f-DP

我们也可以反过来，对 f-DP 包络线取关于 y=x 对称的截距为 δ 的切线，不断重复这个过程就可以涵盖所有 

( ε , δ )-DP 的情况。我们可以认为，f-DP 与 ( ε , δ )-DP 等价当且仅当有无限对 ( ε , δ )。

接下来，我们将考虑一种由正态分布得到的特殊的 trade-off  函数：

其中，μ 为偏移后的均值。该函数的封闭解为 ：

当 μ 小于完美隐私保护的要求时，你就无法区分 trade-off  函数中的两个分布，而如果 μ 过大（例如超过 3 

σ），那么我们就可以区分出这两个分布，隐私就收到了威胁。

高斯差分隐私（GDP）是 f-DP 的一个子类，大体来说，对于所有的相邻数据集 S 和 S' 而言，该方法的 trade-

off  函数值要一直大于等于由高斯 trade-off  函数给出的 G μ，此时我们称算法 M 满足 μ -GDP。由于中心极限

定理，以上结论对于 f-DP 来说是很重要的。
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图 7：对 GDP 中 μ 的解释

那么如何解释 GDP 中的参数（正态分布均值） μ 呢？当 μ 很小的时候（例如，μ =0.5），那么其曲线就与完美隐

私下的状态十分接近； 当 μ 很大时（例如，μ =6），其曲线就与坐标轴非常接近。此时，第一类错误与第二类错

误都非常小，近乎于 0，毫无隐私可言。

图 8：解决方案——加入噪声

一种减小 μ 的通用方法是加入噪声。如果你对统计量 θ (S) 的值感兴趣，为了保护隐私，我们可以向 θ (S) 加入

隐私。对于 GDP 框架来说，我们向 θ (S) 加入高斯噪声。而至于加入多少高斯噪声则取决于我们希望有多大程

度的隐私保护。另一方面，对于统计量 的灵敏度Δθ而言，我们可以将其定义为替换数据集中的某个元素后的最

大扰动 ( ) ( )~ ' 'S Smax S Sθ θ− 。根据定义，μ = Δθ / σ，因此如果我们希望 μ 较大，则添加的噪声 σ 较小； 如果

我们希望 μ 较小，则添加的噪声 σ 较大。

三、复合性与中心极限定理

大致说来，如果我们对同一个数据集进行多次查询，随着查询次数的增加，隐私性就逐渐下降了（一个拥有 n 
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条记录的数据库 , 在进行 n × logn2 查询之后 , 就可以被重建出来）。那么问题来了，复合操作降低隐私性的速度

有多快呢？

假设我们有两种隐私保护算法 M1、M2，且 M1 为 M2 的输入之一，其复合算法 M 为 :

M ∶ X → Y1  × Y2  

在给定算法序列 Mi ∶ X × Y1 ×…× Yi-1 → Yi  for i ≤ k 的情况下，我们可以将其复合函数递归定义为：

M ∶ X → Y1  ×…× Yk

为了定义 f-DP 的复合，我们首先将两个 trade-off  函数 f 与 g 的张量积 定义如下：

若真实值为 Anne 则第一个算法的概率分布为 P，第二个算法的概率分布为 P'； 若真实值为 Eva 则第一个算法

的概率分布为 Q，第二个算法的概率分布为  Q'。

对于简单的 GDP 版本来说，k 个 GDP 的复合记为：

其中 μ 为参与复合的所有 GDP 算法 trade-off  函数中正态分布均值的二范数。

定理：假设 Mi ( ⋅ ,y1  ,…,yi-1) 为第 i 个满足 f-DP 的算法（记为 fi-DP），则其复合算法 M ∶ X → Y1 ×… × Yk 是 

trade-off  函数为 1f kf⊗ ⊗ 的差分隐私算法，记为 1f kf DP⊗ ⊗ − 。

f-DP 的中心极限定理是本次演讲中最重要的定理。令 {fki ∶ 1 ≤ i ≤ k, k=1, 2, …} 为 trade-off  函数的一个三

角形数组，其中每一个算法都接近完美隐私保护，当 k 趋近于正无穷时，fk1 到 fkk 的复合最终收敛到高斯分布

上，它在 [0,1] 上一致收敛，而 μ 可以根据 fk1 计算出来。

因此，若 Mki 满足 fki-DP，则它们的复合近似满足 μ -GDP（通用性）。由于中心极限定理的存在，对一般的分布

恰当地取平均最后都会渐进趋向于正态分布。此外，计算 trade-off  函数 1 2k k kkf f f⊗ ⊗ ⊗ 是一个非常复

杂的 #P 完全问题。我们可以通过 Edgeworth 展开进一步改进这个定理。

一般来说，为了应用中心极限定理，k 应该取一个较大的值。然而，在本例中，k 即使取 10 就已经足够了。
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图 9：使用中心极限定理求得 GDP 的效果

如图 9 所示，红色的曲线代表精确的合成，由于 k 较小（k=10），所以我们可以将其计算出来； 蓝色的曲线代表

由我们的中心极限定理得到的 GDP，我们几乎无法区分红色和蓝色的两条曲线。而如果我们使用 ( ε , δ )-DP，

它就不可能近似复合曲线，这是因为 ( ε , δ )-DP 包含了四段分段函数，我们无法用四段函数均匀地近似光滑的

复合曲线。

在不考虑复合的情况下，我们重新考虑中心极限定理。在查询应答的场景下，如果查询的维度较高，无论我们

将其中加入怎样的噪声符合怎样的分布，这个查询应答过程都近似满足 GDP。该定理还说明了差分隐私的不

确定性定理。简单地说，「噪声变量」的值与「隐私成本」的平方的乘积要始终大于等于统计量 θ 的维度，因

此我们无法同时令「噪声变量」与「隐私成本」都取较小的值，正所谓「鱼和熊掌不可兼得」。我们可以基于 

Sudakov 定理对此进行证明。

四、通过子采样放大隐私

下面，我们将讨论最后一个性质：Subsampling。假设我们有一个非常大的数据集 S，我们通过子采样得到其中 

10% 的数据，我们将算法 M 应用于采样得到的数据点上，记为：M。sub(S)。直观地说，这种做法为我们提供

了更大的隐私性，因为 90% 的数据并不会暴露给算法。

假设我们从总数据量为 n 的数据集中均匀地采样出 m 个数据点的子集，令 p ∶ = m/n。给定任意 trade-off  函

数 f 时，算子 Cp (f) 定义如下：
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对于凸组合 fp=pf+(1-p)Id 而言，由于 p 是由我们采样得到的样本计算而来，(1-p) 取决于我们没有采样的样

本，因此它满足完美隐私保护。为了令该操作对称，我们考虑了 fp 的反函数，为了令其为凸组合，我们使用了

min{fp  ,fp
-1} 的二次共轭形式。因此，子采样机制可以保护隐私，而其隐私程度取决于算子 Cp (f)。相比之下，

Renyi DP 是一种非常复杂的自采样定理。

图 10：增益效果示意图

图 10 显示了子采样操作的增益效果。在右图中，黑色实线代表初始的隐私程度，其隐私性较低（十分接近原

点）。当我们通过子采样得到数据集中 20% 的样本点（p=0.2）时，根据之前的子采样定理得到的隐私程度如蓝

色实线所示，我们提出的新子采样定理得到的隐私程度则如红色实线所示。因此，如图中灰色的部分所示，我

们对于隐私性的增益是非常大的。
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五、f-DP 在深度学习中的应用

图 11：深度学习中的隐私保护问题

如今，深度学习技术无处不在。相应的，其隐私保护问题也凸显了出来。而由于深度学习架构的非凸性和许多

复杂的天然特性，所以在之前很难将隐私保护引入到深度学习中。大约 3 年前，Google Brain 团队使用了一种

名为「Moments accountant」的技术在 ( ε , δ )-DP 的框架下来分析深度学习模型的隐私性。

图 12：具有隐私保护的深度学习
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在随机梯度下降（SGD） 的基础之上，我们通过「梯度截断」（clip gradient）和「高斯机制」（Gaussian 

mechanism）来保证深度学习训练过程的隐私性。「梯度截断」指的是当梯度过大时，我们通过缩放梯度使其变

小。「高斯机制」指的是我们向平均梯度中加入高斯噪声。

我们可以通过 f-DP 改进深度学习的隐私性分析。SGD 实际上也是一种子采样策略，而深度学习本质上就是子

采样与复合操作的结合。在训练过程中，我们子采样一个 mini-batch，然后在一轮轮的迭代中进行复合。这正

是我们在所有 f-DP 框架中要重点考虑子采样和复合操作的原因。

根据本文之前介绍的各种特性，我们得到以下定理： 当 时，具有隐私保护的深度学习

渐进地满足 μ -GDP。其中 m 为 mini-batch 的大小，n 是样本的总数，T 为迭代轮

次，而 σ 为我们向梯度中加入的噪声。

图 13：与 Google Brain 方法的隐私分析对比

蓝色虚线代表 Google Brain 通过「Moments accountant」得到的隐私性分析结果，红色实线代表我们使用中

心极限定理得到的 GDP 分析结果。我们的红色实线始终位于蓝色虚线的上，由于 trade-off  函数值越大，则

隐私性越高，因此我们的方法更加能够保证隐私性。
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图 14：与 Google Brain 方法的隐私分析对比

图 15 显示了最为显著的性能对比结果，其中 Google Brain 的方法分析结果认为其毫无隐私性可言（第一类错

误和第二类错误都为 0），而我们的方法却认为这里仍然存在一些隐私性。此时，隐私性由 μ =1.13 决定，这相

对来说还是具有一定隐私性的，因为我们不能很轻易地区分这两个分布。而在「Moments accountant」的设定

下，ε 为 7.1，其似然比甚至超过了 1,200，人们会认为此时毫无性可言。

图 15：我们基于中心极限定理的方法可以加入更小的噪声
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当我们拥有了隐私性后，我们就可以利用这一性质，向梯度中加入更小的噪声。红色实线代表使用我们的新框

架时的测试准确率，而蓝色虚线代表使用 Google Brain 方法时的测试准确率。需要强调的是，我们并没有损失

任何性能，因为我们保留了相同的算法，我们仅仅减小了向梯度中加入的噪声的大小，同时也提升了测试时的

准确率。

六、结语

未来，我们还有很多有待探索的研究方向：

• 首先，对于某些具体的算法来说，我们希望研究使用 f-DP 可以获得多大的隐私性增益。

• 此外，f-DP 是否能被应用于联邦学习呢？这是一个非常有前景的研究方向。

•  f-DP 与神经网络的架构有何联系呢？也许我们可以考虑更多网络架构的信息，从而在 f-DP 框架下保证算法

的隐私性。

首先，trade-off  函数可以为隐私损失提供有效的信息。f-DP 可以提供紧密（tight）的复合。f-DP 可以通过平

均和凸化方法进行更加激进的子采样。以上三种性质使 f-DP 成为了目前性能最佳的深度学习隐私保护方法。

根据中心极限定理，无论是对于我们提出的 f-DP 框架，还是 ( ε , δ )-DP 框架，只要参与复合的元素过多，

所有的问题都会被归结为高斯差分隐私（GDP）问题，它是我们所有研究的中心。这也许就是数学王子的王者

归来吧！

图 16：数学王子王者归来
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 斯坦福大学雷理骅：反事实与个体处理效应的共形推理

整理：智源社区 熊宇轩

因果推理是下一轮人工智能革命的重中之重。在本届智源大会 “机器学习前沿青年科学家” 论坛上，来自斯坦

福大学统计系的雷理骅博士为我们带来了题为「反事实与个体处理效应的共形推理」的主题报告，深入浅出地

介绍了因果推理的必要性，以及如何通过共形推理研究个体处理效应。

以下为演讲整理。

雷理骅：今天，我很高兴介绍自己近期关于因果推理的一些工作。具体而言，我将谈谈「反事实与个体处理效

应的共形推理」。

目前，人工智能领域正面临着诸多巨大的挑战。事实上， Michale Jordan 两年前曾撰写了一篇非常重要且辛辣

的文章「人工智能革命尚未发生」，讨论有关人工智能面临的挑战与人工智能的未来。他列举出了许多的挑战，

并重点强调了「因果关系」和「量化不确定性」。如他所述，以上两者都是仿人人工智能领域的经典目标，但却

常被当下的人工智能革命所忽略，而它们至今却还没有被很好地解决。

在本次演讲中，我将在这个方面展开一些讨论。具体而言，我将介绍如何围绕机器学习算法，将它们应用到因

果推理中，从而试图实现可靠的不确定性量化。

一、个体处理效应

「个体处理效应」是本次演讲的主题之一。Seth Morgan 有一句名言：「传统研究的前提是，将治疗放在考虑的

中心，并决定这种治疗是否对一名 “典型” 的病例有效？问题是，有很多患者并不是『典型』病例，我也像大

多数人一样，并不是『典型』病例」。

这句名言出自两年前美国医学研究院举办的一场重要的研讨会。这场研讨会的重要主题之一正是研究异质处理

效应。在介绍完该问题的重要性之后，我们需要开始解决这一问题。在本次演讲中，我将重点关注潜在结果

（Potential outcome），尽管我们的研究也可以泛化到 Judea Pearl 在本届智源大会上介绍过的因果图上面。

下面，对于那些不太熟悉潜在结果的人，我们将给出一个简单的入门示例：
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图 1：平行宇宙的两只荷兰猪

假如我们有两个平行宇宙，在每个平行宇宙中都有一只荷兰猪，这两只荷兰猪一模一样。在其中一个平行宇宙

中，我们对荷兰猪施以治疗措施，而在另一个平行宇宙中则并不进行治疗。通过观测实验结果，我们发现在其

中一个平行宇宙中，荷兰猪存活了下来，而在另一个平行宇宙中，荷兰猪则死掉了。在这里，以上两种情况都

是潜在结果，但是在现实世界中我们只能观测到其中一种结果，这取决于我们是否对荷兰猪施以治疗或控制。

因此，在这里，潜在结果指的就是如果某人接受了治疗，他会有什么反应。

图 2：对个体处理效应进行推理
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在这个框架之下，我们约定 T 为 0 或 1 中的某一个值，这个二值变量代表是否进行治疗；Y(1) 和 Y(0) 则代表

潜在结果；X 是协变量。我们将个体处理效应（ITE）定义为：Y(1)-Y(0)。请注意，原则上，由于 Y(1) 和 Y(0) 

可以是随机变量，因此二者之差也是随机变量，而不是一个目标策略（确定性目标，Deterministic target）。

因此在这个任务中，我们的目标是找到以下个体处理效应为真的置信度高于 90% 的区间估计 Ĉ  ：

为了实现这一目标，我们至少需要考虑两种场景：

（1） 当研究中有实验主体（subject）存在，只缺失了其中一种潜在结果。例如，如果我们在治疗组中有一个主

体，根据定义，我们可以观测到其 Y(1)，而缺失了 Y(0)。因此在这种情况下，只缺失了一个潜在结果，我

们需要对其进行推理。这种情况可以被归结为「反事实推理」。

（2） 当研究中不存在实验主体（subject）时，两种潜在结果都缺失了。这种情况可以被归纳为「纯 ITE 推理」，

这更加困难。

图 3：与条件平均因果效应的对比。

处理这种差异化处理效应问题的经典方法是： 估计条件平均因果效应（Conditional average treatment eff ects，

CATE）。即给定协变量值的条件下的 ITE 的期望：

根据定义，这里还存在着很多问题。假设我们有三个实验组，它们的协变量值都相同，其 CATE 值也相同。但

是在第一个实验组中，所有人都具有正向的 ITE； 在第二个实验组中，80% 的人具有正向的效应； 在第三个实

验组中，只有 20% 的人拥有正向 ITE，但是他们的正向效应非常大。

我们当然会推荐第一个实验组的情况，因为每个人的情况都变得更好了； 但是如果我们现在处于第三个实验组

中，我们就要考虑是否要接受这种处理方案了。
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前面的例子说明了，在实际中进行 ITE 推理比进行 CATE 推理要更有道理。那么，如上图所示，我们接下来的

工作则是以下面三个因果推理领域最标准的假设为基础的：

• 超总体假设（super-population assumption）：

即所有的样本相互独立，且于总体同分布。

• 个体处理稳定性假设（SUTVA）：

即如果主体得到了处理，观测到的结果就是 Y(1)，否则观测到的结果就是 Y(0)。

• 强可忽略性假设：

即潜在结果与给定协变量时的处理方案分配相独立。

二、反事实推理

我们的第一个任务是进行反事实推理。

图 4：反事实推理问题定义

假设我们有一个控制组 X，如前所述，我们观测到其输出结果为 Y(0)，那么当对其施加处理时，Y(1) 将是多少呢？
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在这种情况下，假设我们可以得出 ( )1
ˆ xC ，在 T =0 的条件下，Y(1) 有 90% 的置信度落在其中。接着，我们可

以通过用 ( )1
ˆ xC 减去 Y(1) 构造一个新的区间。此时 ITE 有至少 90% 的概率属于这个新构造的区间。反之，我

们也可以对干预组做相同的操作。

从某种程度上来说，如果我们根据观察的是控制组还是干预组将 ITEĈ 定义为 

我们就可以得到一个有效区间（Valid Interval）

此时，我们可以将任务归纳如下：

我们希望找到一个 ( )1̂ X 使得概率声明 ( ) ( )( )1Y 1 X | 9ˆ T 0 0%∈ = ≥  成立。它等价于，我们认为该概率声

明在 (X,Y(1)) 服从给定 T=0 时 (X,Y(1)) 的联合概率分布的情况下成立。

对上面的联合分布进行简单的分解后，我们希望得到给定 T=0 时 X 的边缘概率； 以及给定 X 的值且 T = 0 时

的 Y(1) 的条件概率分布。

根据强可忽略性假设，我们可以直接将第二个因式中的 T 移除，

得到其简化形式： 。这就是我们的目标分布。

但在现实中，我们能观测到的是干预组，即从另一个给定 T=1 时 X 的条件分布以及给定 X 时 Y(1) 的条件分布

中采样得到的独立同分布的样本 ( )i 1
X ,

i

obs
i T

Y
= 。
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总而言之，如上图所示，我们拥有的是红色的概率分布 PX|T=1，而我们希望得到蓝色的概率分布 PX|T=0。而这两

个概率分布后的条件分布是相同的，其不同之处在于协变量分布。

图 5：反事实推理与协变量偏移图解

图 5 是对上文所述的各种假设与我们的目标的图解。在图的左侧，我们展示了真实世界中的观测结果（干预组），

右侧则是反事实世界中的观测结果。

在上面一行，我们给出了横坐标为 x、纵坐标为 Y(1) 的散点图。由强忽略性假设可知，左右两侧的条件分布是

相同的。而真正使这两个散点图不同的原因则是它们的协变量分布。对于真实观测结果来说，X 的概率密度为

粉红色的分布，而我们的目标则是右侧橙色的分布。

图 6：问题重述
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现在，我们的目标可以改写为： 使用从 PX|T=1 × PY(1)|X 中采样得到的独立同分布的样本，构建 ( )1̂ X ，并且满足 

Y(1) 落在其区间内的置信度大于 90%，它需要适应协变量变化后 PX|T=0 × PY(1)|X 的情况。

这是一类被称作「协变量偏移」的问题，机器学习领域的研究人员十多年前对此进行了深入研究。而事实上，

统计学领域的科学家们数十年前在进行抽样调查时就已经涉足这一问题。在这种情况下，我们可以将协变量偏

移写作两个概率分布之比： ( ) ( )| 0

| 1
w x X T

X T

dP
x

dP
=

=

 ，而根据简单的贝叶斯公式，我们可以推导出该比值正比于

( )
( )

1 e x
e x
−

，其中 e(x) 为倾向指数 （propensity score） ( )e x (T 1| X x)= =  ，即给定协变量时某实验对象得

到处理的概率。可以证明，这里的倾向指数是因果推理中最基本、最重要的对象之一。

以上分析说明，我们面对的是一种存在协变量偏移的预测性推理问题。幸运的是，前人已经对此有所研究。

有一类工作被称为「共形推理」，这种技术十分神奇。下面，我将对论文「Weighted split conformalized 

Quantile Regression」中的处理过程进行说明，并展示这一过程的效果。

图 7：协变量偏移情况下的共形推理（conformal inference）；右图是校正后的概率分布。

第一步，我们将随机地将 ( 1)( , )
i

o
i i TX Y bs = 划分为两堆数据。

在第一堆数据中，我们可以使用任意方法去拟合 Y(1)|X 的 5% 和 95% 分位数，即我们可以使用分位数回归

（quantile regression）、分位数随机森林、分位数 Boosting、分位数神经网络等任意的方法进行拟合。

接着，我们将上面的估计结果应用于校正概率分布。之后，我们将计算每个点到这两个包络面的符号距离：
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( ) ( ) ( ) ( ){ }0.05 0.95ˆ̂V max 1 , 1  i i i i iq X Y Y q X− −

具体而言，我们首先计算每个点到每个包络面的距离，如果该点在包络面的外部，我们给这个距离赋予一个

「+」号，而如果该点在包络面内部，我们给这个距离赋予一个「-」号。该直方图等价于符号距离的经验累积分

布函数。

图 8： 右图中为概率直方图，蓝色为重新加权后的概率直方图，红线为通过加权划分共形分位数回归方法找到的 

90% 分位数。

当我们计算出符号距离后，我们可以绘制出其概率直方图，其中「0」两侧的距离符号相反。

在这里，我们使用根据似然比 / 协变量偏移得来的权值 w(x)，对直方图重新加权。如上图所示，蓝色的部分是

重新加权之后的直方图。

接着，我们找出加权直方图的 90% 分位数（红色的刻度）。

最后，我们将输出置信区间：

假设倾向指数已知，我们将权值 w(x) 设为 w(x)=(1-e(x))/e(x)，我们有：

( ) ( ) 1/2
190% (Y 1 X |T 0) 90% c  Ĉ n−≤ ∈ = ≤ +

即在有限样本中，该置信度始终大于 90%，而不需要任何假设。也就是说，该结论对于任意的条件分布 PY(1)|X

（例如，柯西分布、正态分布等）、任意的样本量大小都成立，它也适用于拟合任意的条件分位数。无论这种估计

效果多差，我们始终都可以保证上述置信度约束成立。
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另一方面，该约束在非常宽宽松的条件下也有一个上界 90%+cn-1/2，条件为：

假设符号距离是连续随机变量且
( )2
1E

e X
∞

 
  <
  

（即倾向指数不会取太极端的值）。该上界也对于任意的条件分

布 ( )1 |PY X （例如，柯西分布、正态分布等）、任意的样本量大小都成立，它也适用于拟合任意的条件分位数。

图 9：近似反事实推理

大体说来，这个神奇的过程如右下角的示意图所示： 一旦我们得到了一个倾向指数，我们可以对模型进行任意

的估计，这就好比一个黑盒。当我们将倾向指数和模型估计输入这个封装器处理后，它会输出一个有限样本上

的可信的区间估计。具体而言，这种方法适用于完全随机 / 分层的实验，具有良好的依从性。因为根据我们的

设计，在本例中，倾向指数是已知的。

另一方面，当我们并不知道倾向指数时，观测性研究的结果将会如何呢？结果表明，在至少满足以下两种条件

之一的情况下，我们仍然可以近似保证 90% 的置信度：

（1） ( ) ( )ê x e x≈ ，即倾向指数可以被很好地估计。

（2） ( ) ( )0.05/0.095 0.05/0.095ˆ qq x x≈ ，即条件分位数可以被很好地估计。

当条件（2）可以被满足时，我们可以得到一个更强的结论：

这与经典因果推理领域中的平均因果效应（ATE）的双重鲁棒性相类似。

综上所述，假设我们可以同时很好地估计倾向指数和条件分位数，那么我们就可以得到可信的区间估计

( )1Ĉ x  ； 但是如果我们无法很好地估计其中一个值，最终也能得到可信的区间估计，这就是所谓的「双重鲁

棒性」。

三、纯 ITE 推理

接下来，我们将要讨论更为激进的纯 ITE 推理。
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最朴素的方法是通过加权划分共形分位数回归（CQR）方法得出 ( )1Ĉ x 和 ( )0Ĉ x ，然后直接对这两个区间估计
进行比较，从而得到 ITE 的区间估计。

( ) ( ) ( )1 0
ˆ̂̂
ITE x x x= −  

但是，这里存在两个问题：（1）潜在结果被解耦了（2）为了保证有效性，我们需要对潜在结果进行 Bonferroni 

校正。以上两个问题都会使得这一过程非常保守。

在这里，我将提出一种新的嵌套方法（Nested approach）。我们使用反事实推理作为一个中间步骤为实验主体

生成 ITE 区间，然后我们试图将生成的区间泛化到实验中未考虑的主体上。这种方法可以显著降低朴素方法的

保守性。

图 10：通过 Nested 方法进行 ITE 推理的图解

首先，我们也将随机地将数据分为两堆（Fold 1 和 Fold 2），我们将会把推理结果应用到图 10 中的 Targets 组

中。在 Fold 1 和 Fold 2 中，我们可以看到协变量、处理方案分配、观测结果，而在 Target 种群中，我们只能

看到协变量。
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图 11：将反事实推理应用于 Fold 1 中的干预组，估计 Fold 2 中的置信区间

首先，我们取 Fold 1 中的干预组，并且对其进行反事实推理（例如，加权划分 CQR），从而得到 ( )1Ĉ x 。然后

我们在 Fold 2 的控制组中估计 ( )1 
ˆ

iX 。

由于我们可以观测到 Fold 2 中的 Yi (0)，我们可以通过以下方式计算 ˆ
iC ：

由此，我们可以得到 ˆ
iC 有至少 90% 的置信度覆盖 ITE。

图 12：根据 Fold 1 中的控制组估计 Fold 2 中的干预组，并为 Fold 2 中的干预组构建 ITE 区间
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类似地，我们也可以将这个过程反过来，我们可以根据 Fold 1 中的控制组估计 Fold 2 中的干预组。

同样地，我们可以构建满足条件

的区间 ( ) ( )01ˆ̂
i i iC Y C X= − 。

在进行上述计算后，我们最终得到了包含 i 个观测结果的集合 i iX ,Ĉ（） ，其中 Xi 为协变量，而 iĈ 为置信区间，

而 iĈ 有 90% 的置信度覆盖真实未知的 ITE。 iĈ 事实上也是 ITE 的不确定性度量。

接下来，我们拟合某种某型，使用 Xi 作为协变量，学习区间 iĈ 的左右端点。 

最后我们会将这里的学习器应用于 Targets 组，为每个测试点生成 ITE 区间。

图 13：为每个测试点生成 ITE 区间，Fold 2 的区间可能在测试样本上仍有效

由于我们知道 Fold 2 上的区间有一个对 ITE 的最小置信度，当学习过程不太差时，Fold 2 的区间在 Target 组

上仍然有效。我们可以通过 ( )i(X , ˆ )ITE iC X 得到一个近似的最小置信度。
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四、实证结果

接下来，我将展示一些实证结果。

首先，我将介绍一个仿真实验结果。该实验是 Wager 和 Athey 2018 年的一份工作的变体。

在这里，我将跳过这个仿真实验的细节，主要介绍定性的部分。协变量 X 属于一个多元高斯分布，协变量之间

是相互独立或相关的，其维度为 10 或 100。我们将潜在结果的基线设置为 0，这意味着 ITE 推理就约简为了

反事实推理。

接着，我们将对 Y(1)|X~N( μ (x), σ (X)^2) 进行仿真，其中均值 μ (x) 均匀地依赖于 X1 与 X2，方差可以是同方差

的，也可以是异方差的。倾向指数 e(X) ∈ [0.25,0.5]，并均匀地依赖于 X1。

我们尽可能地简化这个仿真实验，关键在于，在这种简单的模型下，所有的方法都应该有效。

我们开发了名为「cfcausal」的 R 语言程序包 (github.com/lihualei71/cfcausal) 来实现仿真实验。

在这个仿真实验中，我们将评估三种版本的 CQR 方法与三种对比基准方法。如前文所述，我们可以将任意的算

法封装到这个 CQR 黑盒中。具体而言，我们封装了随机森林、Boosting、BART（贝叶斯可加回归树，一种非

常流行的因果推理算法）三种算法。我们还考虑了三种基线算法： 因果森林、X-learner、BART，这三种算法都

非常流行，在过去经过了深入研究。这三种方法可以通过不同的方式来量化不确定性。

图 14：CATE 的边缘覆盖率（合理性检验）
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图 14 显示了 CATE 的边缘覆盖率。我们的方法并不能保证覆盖 CATE，因为我们的方法的设计目标是覆盖 

ITE。但我们可以将这种方法用于合理性检验，因为其余三种基线的设计目标都是覆盖 CATE。

即使在拥有 10 个协变量（d=10）时，我们可以看到这三种对比基线都没有达到最小的保险覆盖率（在本例中目

标覆盖率为 95%），而在某些设定下，它们的覆盖率低至 75%，从统计意义上说这是一个非常低的覆盖率。当 

d=100 时，某些算法（因果森林）的覆盖率甚至低至 25%。然而，我们的算法在所有的情况下都有非常保险的

覆盖率（基于高至 1）。

图 15：ITE 的边缘覆盖率

图 15 中，我们展示了 ITE 的边缘覆盖率。同样地，我们的方法旨在覆盖 ITE。令人十分惊讶的是，我们的方法

的覆盖率恰好为 95%，我们的定理也指出了其覆盖率不仅高于 95%，而且误差不会太大。事实上，在所有的

实验设定下都出现了这种情况。同时，我们也可以看到，其它的对比基线方法的覆盖率则往往很低，没有达到 

95%。
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图 16：ITE 置信区间的平均长度

你可能会认为，为了保证覆盖率，你可能会使置信区间的长度非常宽。但是，在这里我们将所有的方法与标准

方法（oracle）进行了对比。我们在样本量无限、模型十分理想的情况下求出了这种标准方法的置信区间的长度。

但是，我们在这里其实只有 1,000 个样本。

如你所见，我们的方法的置信区间长度与标准方法十分相近。当然，其它方法的置信区间长度非常短，但这并

不意味着它们是有效的（简而言之，他们的覆盖率非常低）。

图 17：ITE 的条件覆盖率
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由于我们的理论只保证在边缘覆盖率上成立，但是也很有必要看看条件覆盖率的表现。如上图所示，我们的方

法有非常高的条件覆盖率，而其它的方法则不能做到这一点。

这些数据是基于 NLSM 获得，它于 2018 年最大的因果推理学术会议（ACIC）所使用，我们会基于这个数据集

生成一些合成数据。

图 18：ITE 的边缘覆盖率与三种基线的对比

通过将我们的方法与其余三种基线对比，与前文所述的图表相类似，我们的方法保证了其它方法无法达到的覆

盖率。
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图 19：ITE 置信区间的平均长度

我们方法得出的置信区间的长度也很好。

图 20：ITE 的条件覆盖率
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最后，在本例中，我们的方法也取得了很好的条件覆盖率。请注意，在这里，我们需要同时对两种潜在结果进

行推理，因此它是一个纯 ITE 推理问题，而不是一个反事实推理问题。这是一个困难得多的问题，但是我们的

方法仍然取得了很好的效果。

五、总结

综上所述，在这份工作中，我们提出了一种将共形推理用于反事实和个体处理效应的方法。重要的是，它十分

可靠，这体现在：在随机实验中，对于有限样本而言，使用任何的黑盒算法都可以取得接近精确的覆盖率。

而在观测性研究中，我们的方法拥有双重鲁棒性，它确保了最小的覆盖率（置信度）。而在我们的仿真实验和真

实数据上的研究中，我们确实在实际中观测到了这种性质，它不仅仅是一种理论学说！
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 斯坦福大学马腾宇：理解噪声协方差的隐式偏差

整理：智源社区 熊宇轩

在 2020 年北京智源大会的「机器学习前沿青年科学家专题论坛」中，来自斯坦福大学的助理教授马腾宇针对

噪声对深度学习隐式正则化的影响带来了题为「理解噪声协方差的隐式偏差」的演讲。马腾宇的主要研究领域

包括机器学习和算法，如非凸优化、深度学习及其理论，以及强化学习、表示学习、高维统计等。他在国际顶

级会议和期刊上发表了系列的高质量论文，同时还获得了 2018ACM 博士论文荣誉奖等诸多奖项。

演讲全文如下：

一、深度学习时代的优化器

首先，我想简要地介绍一下最近深度学习理论研究领域一个非常热门的话题： 深度学习算法中的隐式正则化。

在这之前，我将简要地回顾一下传统的机器学习理论，然后讨论为什么说「这些新的隐式正则化技术改变了我

们对机器学习理论的理解」。

十到二十年以前，当我们讨论机器学习理论时，一种简化的视角是： 将统计数据和优化方法解耦开来。对于统

计数据而言，我们需要设计合适的损失函数。在损失函数中，我们需要考虑数据和正则项。而优化方法旨在为

损失函数寻找合适的优化器。

在机器学习理论中，对于统计数据来说，我们认为： 训练的正则化后的损失函数的全局最小值具有很小的测试

误差。而优化方法的任务是为正则化后的损失函数找到一个优化器。结合以上两个步骤，我们可以在多项式时

间内寻找到一个具有较小测试误差的解。往往，我们在损失函数为凸函数的情况下，全局最优解是唯一的，此

时的优化工作便是凸优化。简而言之，这就是经典的机器学习理论。

然而，到了深度学习时代，很多事情都发生了改变。最终要求的一点就是： 最小化训练误差并不再是优化器唯

一的职责。

图 1：在 CIFAR-10 数据集上进行的实验。两种具有相同目标函数的算法，使用了不同的学习率，

在训练损失都收敛至 0 的情况下，得到了差异很大的测试误差。
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如图 1 所示，这是一个在 CIFAR-10 数据集上进行的简单的实验。图中涉及到了两种算法，他们之间仅有的

差异就是其学习率。对于第一个算法（算法 1，蓝色曲线）来说，其初始学习率为 0.1，随后其学习率衰减为 

0.01；第二个算法（算法 2，红色曲线）的学习率则一直为 0.01。所以，这两种算法有相同的目标函数，唯一

的区别是其优化器有微小的差异。在这两种情况下，当经过了足够多轮的迭代训练后，训练误差都收敛到了 

0。然而，关键的问题是，最终的测试误差则有着显著性的差异。算法 2 最后的测试误差要高于算法 1 的测

试误差。

这个例子告诉我们，优化器不仅仅要做到最小化训练损失，因为最小化训练损失并不能保证测试误差也很小。

不知为何，上面的算法 1 的测试误差较小，但算法 2 则不然。

从另一个角度来看，造成这种状况的原因是该目标函数是非凸函数，它有多个全局最优解 。此外，模型存在过

参数化（over-parameterization）的问题（注： 测试时过拟合，但是训练较为容易收敛），参数的数量要远远大

于数据点的数量。

二、具有多个全局最优解的损失函数

在这里，我使用了一个一维空间下的示例来解释非凸函数和过参数化。

图 2：训练误差处于全局最小值、测试误差差异较大的两种参数化情况

在如图 2 所示的训练损失函数（虚线）中，我们有两个全局最小值。然而，左侧的训练损失全局最小值是较好的

（测试误差较小），而右侧的全局最小值则较差（测试误差较大），这是因为训练误差和测试误差的关注点并不都

是一致的，所以有一些训练误差处于全局最小值的参数情况要优于其它处于全局最小值时的情况。此时，优化

方法的职责并不只是找到某一个全局最小值，而是需要找出许多潜在可能的全局最小值，进而找出「正确」（测

试误差等指标也同时优异）的全局最小值。

下面，我们举一个例子来说明这种情况。在我的脑海中，我想到了我第一次来美国时，我去一个非常大的滑雪

度假村游玩时的场景。在山峰之间有很多的峡谷，当你来到度假村时，你会将车停在其中的一个停车场中。而
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当你最后一次滑下山坡时，你不仅仅要随便找到一个峡谷谷底（全局最小值）然后回家，还需要找到你停车的那

个「正确」的峡谷。而实际上，我滑雪结束时，没有找到正确的停车场。

三、深度学习理论研究新范式

从某种程度上说，深度学习的学习理论框架需要进行革新。进行这种改变的方式是，对于统计数据来说，我们

认为有一些训练函数处于全局最小值处的情况会有很小的测试误差，而不是所有的全局最小值都会有相同小的

测试误差； 另一方面，对于优化方法而言，优化器不仅仅需要找到损失函数的某一个全局最小值，还需要找到

「正确」（性能优异）的全局最小值点。

那么什么是「正确」的全局最小值呢？我们在这里提出一个猜想： 通常而言，常用的优化器（即随机梯度下降，

SGD）具有隐式的对于某些简单解（从而得到简单的模型）的偏置 / 偏好，而这正是我们想要找到的「正确」的

损失函数的全局最小值。另一方面，对于统计数据而言，这些特定的模型往往拥有较小的测试误差。

在某种意义上，以上就是我眼中的深度学习领域的新型学习理论范式。

图 3：数据与优化方法趋向于融合

我们可以看到，统计数据和优化方法的结合和交互正越来越紧密。

四、优化器的隐式偏置

在过去的几年中，我认为深度学习领域最热门的一个研究方向就是，理解不同的优化器的隐式偏置。事实上，

如果我们仔细想想，几乎所有优化器之间的微小差别都会引起不同的隐式偏置。而这涉及到算法中几乎所有你

可以使用的不同的超参数，以及你在执行算法时所做的所有决定。

示例 1：初始化是其中的一种超参数。我们知道，使用较小的初始化参数往往偏向于得到低范数解，而另一方

面，如果你使用较大的初始化，往往会出现过拟合的现象。
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示例 2：使用较大的初始学习率（或较小的批处理大小），往往会学习到较为简单的模式。我们知道，如果你使

用较大的学习率，并希望性能更好，那么在一开始就需要使用大学习率。在我和 Li、Wei 等人的论文中，我们

对此进行了解释。

图 4 ：使用不同的学习率会得到差别很大的训练结果。

在图 4 中，我们列举出了一个简单的可视化例子来说明学习率对优化器的影响。在如图所示的汽车图片中，我

们加入了一些硬编码模式（hard pattern）/ 签名（signature）。由于每种图片你有一个这样的签名（signature），

所以这种签名也可以被用来预测图片的类别。如果我们使用较小的学习率，那么模型将会学着使用这种签名来

预测分类； 而如果我们使用较大的学习率，那么模型将会忽略签名，学习到图片的内容。这说明使用不同的学

习率会学习到不同的模式，这意味着模型会收敛到损失函数不同的全局最小值处。

示例 3：Dropout 过程中也存在着一些隐式偏置。在你使用 Dropout 时，你需要同时考虑显式正则化和隐式正

则化。

我们定义 Dropout 损失，即同时对数据示例和 Dropout 掩模取期望，我们将其记为：

其中，η 代表 dropout 掩模，F 代表模型，l 代表损失函数。显然，这与最原始的损失函数 L(F) 是不同的，其

中 L(F) 代表标准训练目标的群体样本损失（population loss）。

Ldrop (F) 和 L(F) 之间的差别被称为显式正则化，因为当我们使用 Dropout 时，我们实际上优化的是 Ldrop (F) 而

不是 L(F)，这种差别可以被用作一种正则项。

然而，故事到这里并没有结束，你需要使用专门优化了 Ldrop (F) 的 Dropout 方法，如果你使用其它任意的方法

来优化 Ldrop，你的模型泛化能力可能会较差。这说明 Dropout 中的噪声也起了很大的作用，它们不仅仅改变了

损失函数，还在优化过程中引入了一些零均值随机性，而这改变了隐式偏置。
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五、噪声协方差的隐式正则化效应

至此，我们简要地举出了几个关于优化器的隐式偏置的现有工作的示例。接下来，我将谈谈我的新工作： 来自

噪声协方差的隐式正则化效应。优化器中的噪声协方差在隐式正则化中也起到了很重要的作用，我们将试图理

解怎样的噪声会对于提升模型泛化能力起到正向的作用，并探究其背后的原因。

下面，我们首先介绍一下该研究的背景。

根据经验，我们认为验证误差越小越好。众所周知，当我们使用完整的 batch 进行训练时，我们使用的是完全

的梯度下降，我们将无法进行隐式正则化，模型的性能将会很差。从很多论文中我们都可以看到，如果我使用

完整的 batch 进行训练，我们必须通过一些额外的方法来提升 full batch 梯度下降的泛化性能。

图 5：噪声协方差

我们知道，解决该问题的方法之一是： 在梯度中引入额外的噪声。Mini-batch 随机梯度下降算法（原始的 

SGD）就是实现这一思想的具体的一种方法。如果我们将这种噪声加入到完整梯度中，就可以得到更小的泛化误

差。如果引入人们在分布式计算领域使用的标签噪声（Label Noise）技术，也可以得到与 Mini-batch 方法相近

的性能。然而，如果我们向 full batch 梯度中加入了一些错误的噪声（例如高斯噪声），那么可能我们无法获得

性能的提升，或者提升幅度很小（这取决于你如何对高斯噪声的权重进行调优）。

图 6：噪声协方差对验证误差的影响
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图 6 显示了一个我们在 CIFAR-100 数据集上做的实验，y 轴代表验证误差（越小越好），x 轴代表训练的迭

代次数。我们尝试使用了很多种算法，使用了较大 batch 规模的算法（对应于图中的 「large batch」）性能较

差，我们用它来代表使用完整 batch 时的情况（因为使用完整 batch 的运行时间过长）。我们可以看到使用较小 

batch 的「small batch」（黄色曲线）和使用标签噪声的「label noise」（绿色曲线）时，模型的泛化误差要比使

用「large batch」时好很多。如果我们在「large batch」的情况下加入高斯噪声，泛化误差将减小 1 个百分点

左右。 而，使用「small batch」或「label noise」时，模型性能将相较于使用「large batch」时提升至少 10 

个百分点。

这个实验说明，特定的噪声协方差确实对模型的泛化误差有影响，但高斯误差似乎作用并不大。

接下来，我们将研究为什么会出现上述情况。我们知道研究深度学习是十分困难的，其中有各种各样的非线性

变化。因此，在这里我们使用了一个简化的模型来研究噪声的影响。该模型由 Vaskevicius 和 Woodworth 等人

于 2019 年提出，并用于研究学习率、噪声等因素对隐式正则化的影响。

图 7：研究噪声协方差的简化模型

在这里，我们将这个简单的模型重参数化后用于了线性模型。当然，你需要将这种线性模型的情况推广到非凸

函数的情况下，这样你就可以看到隐式正则化的作用。

假设，该模型的输入是一个采样自球形高斯函数的 d 维向量 x ∈ Rd； 输出是关于 x 的基本线性函数，记作

* *y ,v v x= 
。其中，v* 是一个代表真实值（ground truth）的向量，代表点乘（element-wise product）。

将 * *v v 的结果与 x 做内积，从而得到输出 y。与对真实值的假设相同，在参数化的过程中，我们使用了参数 

v，而模型的输出为 ( ) ,vf x v v x=  。当 v 与 v* 相等时，我们就早找到了最优解。

在这里，我们假设发生了过参数化现象，我们假设数据点 x 的维度 d 要远大于样本的数量 n，我们没有足够的

样本量来学出较好的参数 v。此时，我们就需要依靠隐式正则化技术去学习真实值的参数。同时，我们还假设真

实参数向量 v* 是「r- 稀疏」（r-sparse）的。
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从信息论的角度来说，你可以使用这种信息去学习真实参数。但是在算法中，我们并不会使用任何的正则化技

术。所以，我们可以使用不同的参数化方法，例如，令 u v v=  ，对于一个 u 的线性函数而言，我们可以使

用 Lasso 方法找到可行的稀疏解。

然而，此时的关键之处并不在于找到最佳的方法求解问题，而是认识到我们可以通过一种简单的模型理解算法

的隐式正则化。如果我们不加任何的正则化处理，而在 v 的空间中使用这种标准的 L2 损失，你会看到一种非

常相似的现象： 使用标签噪声或 mini-batch 噪声比使用高斯噪声或不适用噪声的泛化性能更好。而这正是我选

择这种简化模型研究噪声协方差的原因。下面我们将重点讨论这一现象。

六、当噪声被引入优化器

经验损失 L(v) 是一种标准的 L2 损失，显然 L(v) 中并没有正则项，该损失有很多的全局最小值点，x 的维度要

远大于样本量，自由度很大。

图 8：带有各种噪声的正则项

图 8 中的梯度下降指的就是标准的梯度下降算法 ( )v v L vη← − ∇ 。而 SGD 则是我们取
( ) ( )( )( )i i

vy f x− ，计

算出其梯度，用 ( ) ( )( )( )2
i i

vv v y f xη← − ∇ − 来更新 v。而我们都可能对标签噪声很熟悉，此时我们引入了一

个具有零均值的随机变量 ξ，将其与标签 y(i) 相加，计算出其梯度后，通过 ( ) ( )( )( )2
i i

vv v y f xη ξ← − ∇ + − 更

新 v。ξ 对于噪声的影响是二阶的，但是如果我们在此使用的是其梯度，那么 ξ 的影响就是一阶的。所以这个带

有噪声的损失函数的梯度实际上仍然是真实梯度的一个无偏估计量。
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为了对比，我们也考虑了向 SGD 加入球形高斯噪声 / 郎之万动力学的情况。在这里，我们需要做的

是，我们取完整的梯度，然后向其中加入球形高斯噪声 ξ（与之前的 ξ 不同，这里的 ξ 是一个向量），通过

( )v v L vη ξ← − ∇ + 更新参数 v。以上这些算法更新的损失函数的梯度都是对梯度 ( )L v∇ 的无偏估计。所以，

这意味着它们都可以解决训练中存在的（隐式偏置）问题。

然而，你仍然能看到，在许多情况下，以上的算法的泛化性能是不同的。下面我们将展示我们主要的理论研究

成果，它们展现了我们前面讨论的各种优化算法的性能。

假设 n 远大于 r2 但是远小于 d。这意味着我们面临过参数化的情况，但是我们有 n 远大于 r2。所以从信息论的

角度来说，我们可以恢复出真实值（ground truth）。

之前的一些研究工作介绍了这种研究梯度下降的模型。它们研究了不同的初始化情况，以及这些初始化情况下

的隐式偏置。

众所周知，如果你使用较大的初始化宽度和足够小的学习率，那么通常而言，你所做的事情基本上与神经切线

核（NTK）类似。这意味着，以试图在核空间（kernel space）中寻找最小范数解。在这种情况下，如果你使用较

大的初始化宽度（CNN 中卷积核的通道数，或者 FC 层的神经元数），会发生过拟合现象，这是因为你没有足够

的数据。而当 n 的阶为 O(d) 时，核函数的泛化能力可以得到提升。而如果我们使用极小的初始值，我们可以

恢复出真实值（ground truth）。使用较小的初始值往往会得到较小的范数解。

接下来，我们将讨论带有标签噪声的 SGD 优化器。

当我们使用带有标签噪声的 SGD 方法时，无论初始值如何，使用该优化器优化的参数都会收敛到真实值 v* 

上，这意味着这种方法对于较大的初始值并不敏感。即使我们使用较大的初始值， 噪声会帮助我们降低解的范

数，v* 会收敛到稀疏的解上，这对于数据来说是过拟合的。

另一方面，加入我们并不使用标签噪声，转而使用带有高斯噪声的 SGD（郎之万动力学）。可以说明，郎之万动

力学并没有一个具备有限配分函数的固定的吉布斯分布，这说明这种分布并不存在，因为配分函数并不是有限

的。因此，郎之万动力学并不会收敛到一个固定的分布上。

在这里，带有标签噪声和高斯噪声的 SGD 方法形成了对比。加入了标签噪声的 SGD 往往会收敛到真实值的稀

疏解 v* 上，而带有高斯噪声的 SGD 则不具备这一性质。而我们没有分析 mini-batch SGD 和原始的 SGD 的

原因是，它们对初始化非常敏感，这会使得分析十分困难。如果我们恰巧在初始情况下陷入了过拟合解，那么 

SGD 算法则不会在损失函数上移动。从某种程度上来说，标签噪声要比 SGD 噪声更好一些，因为即使我们应

陷入了过拟合状况，也可以得到一些噪声。

标签噪声和高斯噪声的对比说明噪声协方差确实很重要，接下来我们会讨论为什么它之所以重要的原因是什么。
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图 9：带噪声 SGD 的仿真实验

在进行理论分析之前，我们先迅速地来看一下对于这个简化案例的仿真实验，从而证明我们的理论描述 / 理论

结论与实证研究观测结果相符。如上图所示，通过运行上述的算法，我们可以看到，带有标签噪声的 SGD（绿

色曲线）或 mini-batch SGD（黄色曲线）确实对于性能提升有所帮助，它们的泛化误差均收敛到接近于 0 的值，

而此时带有标签噪声的 SGD 的泛化性能比 mini-batch SGD 还要更好。

另一方面，如果我们不使用噪声（fb）或使用高斯噪声，会发生显著的过拟合现象，测试误差会很高。如果我们

使用较大的高斯噪声，泛化误差会立刻爆炸式增长； 而如果我们使用较小的高斯噪声，在迭代初期似乎相较于 

fb 并没有太大的影响，但最后当郎之万动力学中的因素相互作用（mixing， 微小的误差在长时间的过程中可能被

不停积累和放大）时，泛化误差也会爆炸增长。对于以上所有算法而言，它们的训练误差都可以收敛到很小的值

上，但是其测试误差却有时很大，这是一个重要的泛化问题。

七、研究动机与理论分析

关于「为什么这些算法会有区别」的问题，根据直觉，传统的看法是：SGD 往往会找到最「平坦」的局部最小

值。我始终认为这种看法是正确的，它在所有的情况下都起到了很重要的作用。例如，在加入高斯噪声的情况

下，郎之万动力学会收敛到吉布斯分布上。随着郎之万动力学中的温度 T 收敛到 0，郎之万动力学算法可以被

支撑在全局最小值的流形上。在下图所示的简单的可视化结果中，白色的明亮的部分就是全局最小值。
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图 10： SGD 会找到最「平坦」的局部最小值

现在的问题是，如何在温度趋向于 0 的过程中度量全局最小值的流形。根据郎之万动力学的定义，吉布斯分布

将更多的质量分配在最平坦的全局最小值处，在本例中这一点就是 v*。那这样做为什么不起作用呢？事实上，

所有其它的全局最小值都要比 v* 处的全局最小值在流形上更加尖锐，而这样尖锐的性能很差的全局最小值点太

多，他们都会导致流形的尖锐度（sharpness）增加。所以，有时我们的算法会收敛到这种尖锐的全局最小点上，

这会导致在迭代训练的过程中泛化误差爆炸增长。

而另一方面，为什么在 SGD 中加入标签噪声是有效的呢？在本文中，我们指出存在另一个隐式偏置的源头：

SGD 也偏向于找到具有较小噪声的局部最小值点。在使用高斯噪声时，这种情况是不存在的，因为那时每一

点上的噪声是相等的，即使算法试图收敛到最平坦的局部最优解，也不会偏向于收敛到具有较小噪声的局部

最优解。

我们认为，当我们使用带有标签噪声的 SGD 时，存在两个隐式偏置的源头：（1）曲率（2）噪声大小的变化。在

本例中，以上两点足够使我们收敛到真实值处，但是只有「曲率」是不够的。因此，与其它的全局最小值点相

比，v* 不仅仅是最平坦的，也具有较小的噪声。此时，标签噪声可以写作： 

根据上面的公式，我们可以看出标签噪声不仅仅取决于数据的规模，也取决于参数的规模。标签噪声的大小与

参数规模的大小成正比，这也正是 v* 的噪声在所有的全局最小值最小的原因。

以上是我们最主要的研究直觉，我也介绍了我们如何对算法之间的差异进行分析、如何形式化定义这个问题、

如何对其进行数学证明。

我们发现，在前文中，标签噪声在某种意义上类似于一种乘性噪声。下面我们将展示一个简化的场景，其中我

们只考虑 1 维的随机游走，并不涉及任何梯度。你可以对一下的两种情况进行对比：（1）高斯噪声（2）乘性噪

声。其中，「高斯噪声」指高斯噪声随机游走（一种布朗运动）。「标签噪声」对应于乘性噪声，其噪声的大小与
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参数相关。对于「高斯噪声」而言，我们在每次更新 v 时，加上一个η · ξ； 对于「乘性噪声」，我们在每次更新 

v 时，加上一个η · ξ ·v。这里的差别是： 如果 v 很小，那么你将得到一个较小的乘性噪声，但高斯噪声则不会

受影响。在上图中的轨迹图中，高斯噪声（蓝色曲线）的 v 会增长，它可以由布朗运动预测得到。当我们使用乘

性噪声（黄色曲线）时，尽管曲线也有所波动，但是随着随机游走步数的增加，它会收敛到 0。有趣的是，这两

种随机游走的均值都是 1，而它们的方差都会增长。尽管方差不断增大，但是对于乘性噪声来说，v 有很大的概

率收敛到 0。另一方面，对于高斯噪声来说，它的方差、v 都在增长。

为了对乘性噪声进行证明，我们使用的证明方法是： 选择一种势函数（potential function）φ，它在 [-C, C] 的

区间内是非负的凹函数。这一方法也同样适用于高维空间的情况。

首先，我们的随机游走不会超出 [-C, C] 的范围。随着我们进行这种乘性随机游走，势函数逐渐减小。在这里，

我们写出更新后的势函数的期望的泰勒展开式：

在泰勒展展开式 ( ) ( ) 2 2v v vφ φ η′′ +      中，由于第一项是零均值项，它可以被消掉。而在第二项中，由于

势函数是一个凹函数，φ ''(v) 为负。所以第二项对于整体期望的贡献是负的，随着我们进行随机游走，势函数会

递减。实际上，不仅仅势函数会递减，随机变量很可能也会递减，v 有很大概率会收敛到 0，v 确实偏向于收敛

到噪声最小的点上。

请注意，这种证明方法并不适用于高斯噪声随机游走，上面的不等式此时就不成立了，因为我们无法将高斯噪

声限制在区间 [-C, C] 内，我们无法在实数域上找到合适的全局非负凹势函数。

总而言之，噪声协方差确实对隐式正则化有很大影响，而 SGD 偏向于收敛到具有较小噪声的参数上，而不仅仅

偏向于流形上较小的曲率。

我们提出一个开放性问题： 我们是否能够理解 mini-batch SGD ？正如前文所述，此时最大的难题是： 如果我

们刚好进行了错误的初始化，或者在算法进行的过程中我们刚好陷入了过拟合现象，噪声突然变为 0，此时损

失就不会改变。这会使我们非常难以进行进一步的分析，所以我们对于初始化是非常敏感的。因此，我们需要

说明这种算法在使用随机初始化的情况下不会非常快地收敛到某一点。如果收敛过程非常快，那么噪声就会迅

速减少，算法就会失效。以上就是我针对隐式正则化展开的讨论。

八、显示正则化——解耦统计数据与优化方法的另一个视角

最后，我想从另外的一个视角来谈谈如何通过研究「显式正则化」将统计数据和优化方法解耦。这与我们之前

讨论的的内容有很大的区别。
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图 11：显示正则化——解耦统计数据与优化方法的另一个视角

从某种意义上说，经典的方法的性能仍然是很理想的。它们可以很「干净」地区分对于统计数据和优化方法的

分析。但是在深度学习时代，所有的事情都变得非常复杂，我们需要同时考虑统计数据和优化方法。将统计数

据和优化方法解耦的方式之一就是，使用新的算法，因为现在的算法将两者混合了起来。而我们可以通过显式

正则化技术对其进行解耦。

当我们考虑统计数据时，我们需要设计损失函数，而在使用现在的算法时，优化方法有两个功能：（1）最小化损

失（2）给出正确的对于简单模型的偏置 / 正则化过程。然而，如果我们将（2）的工作更多地转移到对统计数据

的处理过程中，那么我们就可以减轻优化方法的负担。我们希望，假如我们有一个很强的正则项，那么这个正

则项就有可能控制算法的偏置。我们就不需要过度依赖于算法的偏置，从而进行正则化。这些正则项试图替代

隐式正则化过程，他们也可以在隐式正则化效果不佳的情况下更好地起作用。例如，对于不平衡的数据集来说，

隐式正则化并不能让模型得到很好的泛化性能，我们需要采取一些更为主动的行动。


